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Zusammenfassung

In diesem Vortrag behandeln wir die Definition von natiirlichen Transformationen. Wir
veranschaulichen natiirliche Transformationen durch moglichst viele Beispiele, insbesondere
solche, die fiir die Topologie von besonderem Interesse sind. Dann befassen wir uns mit der
Frage, wann Kategorien als dquivalent angesehen werden kénnen. Schliellich kldren wir den
Begriff der Darstellbarkeit fiir kovariante und kontravariante Funktoren.

Mit Hilfe dieser Begriffe wird es uns gelingen, das Lemma von Yoneda zu beweisen, das oft
als das wichtigste mathematische Ergebnis innerhalb der Kategorientheorie angesehen wird.
Es beschreibt die Menge der natiirlichen Transformationen zwischen einem Hom-Funktor und
einem beliebigen anderen Funktor.

1 Natirliche Transformationen

Im Folgenden seien A, B Kategorien, und F,G : A — B Funktoren. Um natiirliche Transformatio-
nen definieren zu kénnen, brauchen wir die folgenden Daten und Eigenschaften:

o Einen Morphismus 7x : F(X) — G(X) fir jedes Objekt X € A.

o Die Eigenschaft falls f : X — Y ein Morphismus in A ist, so gilt

(1) G(f)orx =1y o F(f).
Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition 1.1 (Natiirliche Transformationen). Eine natiirliche Transformation 7: FF — G
von einem Funktor F' zu einem zweiten Funktor G ordnet jedem Objekt X € A einen Homomor-
phismus 7x : F(X) — G(X) in B zu, auch Komponente von 7 bei X genannt, so dass fir jeden
Morphismus f: X — Y in A das folgende Diagramm kommutiert:

F(X) —F()— F(Y)

(2) o ry
N2 N2

G(X) —ah— G(Y)

Als Formel lasst sich das Diagramm ausdriicken durch folgende Gleichung: 7y o F(f) = G(f)o7x.
Fiir Funktoren F,G wird mit Morp,,(F, G) die Menge der natiirlichen Transformationen
von F' nach G bezeichnet.

Anmerkung. Die natiirliche Transformation 7 ist die Gesamtheit aller Morphismen 7x. In der
Literatur findet sich diese Tatsache in der Notation 7 = (7x)xe4 wieder, wobei jedes 7x eine
Komponente von 7 ist. Man kann eine gewisse Analogie zu dem Aufbau von Folgen als Gesamtheit
ihrer Terme s = (S, )nen sehen.



In anderen Worten ist eine natiirliche Transformation eine Sammlung von Abbildungen von
einem Diagramm in ein anderes. Das Besondere an diesen Abbildungen ist, dass sie kommutieren.
Nehmen wir eine natiirliche Transformation zwischen zwei Funktoren 7 : ' = G, dann kénnen
wir durch folgendes Diagramm eine bessere Intuition fiir natiirliche Transformationen gewinnen:

F == G,
F(X) X G(X)
(3) \ \
F(Z) ~ G(2)
~ |~
F(Y) = G(Y)

Um das obige Diagramm in Génze verstehen zu kénnen, betrachten wir im Anschluss ein paar
Sonderfille und Beispiele fiir natiirliche Transformationen.

Beispiel 1.1. 1. Die Funktoren F,G : A — B seien beide konstante Funktoren, also wird
jedes Objekt X in A auf ein einziges Objekt F'(X) in B abgebildet und jeder Morphismus
auf Idp(xy in B. Analog soll G ein Objekt und einen Morphismus auf ein festes F'(Y') und
Idp(y) in B abbilden. Dann ist eine natiirliche Transformation von F nach G' gegeben durch
T7:F(X)= F().

2. Sei F': A — B konstant fiir ein Objekt X in A und G : A — B ein beliebiger Funktor. Dann
besteht die natiirliche Transformation 7 : F' = G aus Abbildungen 7x : F(X) — G(X),
eine fir jedes X € A, so dass 7v = G(f) o7x, falls f : X — Y ein Morphismus in A ist.
Veranschaulichen kann man das durch folgendes kommutierende Diagram,

F(X)

7
L=

G(f

wobei X,Y,V,W € A sind und die Knoten und Kanten des unteren Vierecks das durch G
gegebene Diagramm meint. Die Gleichung 7v = G(f) o 7x, die erfiillt werden muss, bringt
jeweils die Seiten im Tetraeder zum kommutieren. In diesem Fall heifit 7 Kegel iiber G.

3. Sei andererseits G konstant bei X € A, dann besteht eine natiirliche Transformation aus
einer Familie von Abbildungen 7x : F(X) — G(X), so dass 7y o F(f) = 7x gilt, genau
dann wenn f: X — Y ein Morphismus in A ist. Veranschaulicht durch ein kommutierendes
Diagramm,

/

F(f)

.
RN



miissen die Seiten des Diagramms kommutieren. Dieses Diagramm heifit Kegel unter F|
oder manchmal auch Kokegel von F' (eng. co-cone).

4. Seien F,G : A — B Funktoren und f : X — Y ein Morphismus in A. Falls jede Komponente
Tx : F(X) — G(X) von 7 ein Isomorphismus ist, dann ist die Bedingung 7y o F'(f) =
G(f)orx dquivalent zu F(f) = 7, ' oG(f)o7x, da 7y invertierbar ist. In einer Kategorie ist
der Isomorphismusbegriff so definiert, dass fiir einen Morphismus f: X - Y undg:Y — X
gilt go f = Idx und f og = Idy, genau dann wenn X und Y isomorph sind. In einem

kommutierenden Diagramm lisst sich das wie folgt darstellen:

(6) Ty o F(f) =G(f)o7x, F(f)=7y'0G(f)o7x,
F(x) 29 poyy Fx) 29 poyy

(7) l‘rx . lTY T);IT . 7—;11\
a(x) 29 avy, a(x) 29 gy

Wenn also jedes 7x ein Isomorphismus ist, ist die Natiirlichkeitsbedingung vergleichbar mit
der Konjugation. Sie erinnert auch an eine Homotopie von G nach F'. Beide Sichtweisen
legen nahe, dass, wenn jedes 7x ein Isomorphismus ist, /' und G bis auf Umbenennung
ihrer Elemente wirklich derselbe Funktor sind. Wenn dies der Fall ist, wird die natiirliche
Transformation 7 als natiirlicher Isomorphismus bezeichnet, und F' und G werden als
natiirlich isomorph bezeichnet.

Ohne Zweifel ist man bereits tiber den Begriff des (Co)limes in der Kategorientheorie gestofien.
In den obigen Beispielen der Kegel und Kokegel werden bereits einige (Co)limites beschrieben.
Beispiele wéren die leere Menge, die Einpunktmenge, der Schnitt, die Vereinigung, das Produkt
von Mengen, der Kern einer Gruppe, der Quotient von topologischen Rdumen, die direkte Summe
zweier Vektorraume, das freie Produkt von Gruppen oder der Pullback tiber ein Faserbiindel. Jedes
ist ein Spezialfall, welches eine Art universellen Kegel iiber einen bestimmten Funktor bildet.

1.1 Die Kategorie BG
Wir betrachten eine Gruppe G.

Proposition 1.1. Dann ist BG mit einem einzigen Objekt G und einem Morphismus g : G — G
fiir jedes Element g € G zusammen mit der Verkniipfung o : G x G — G eine Kategorie. Die
Verkniipfung der Gruppe ist auch die Verkniipfung innerhalb von BG.

Beweis. Da eine Gruppe abgeschlossen ist unter der Komposition, gilt fiir zwei Morphismen g, h :
G — @G, dass auch go h : G — G ein Morphismus ist, ndmlich das Gruppenelement gh € G.
Die Identitét e € G fungiert als Identitdtsmorphismus fiir G und die Assoziativitit gilt aufgrund
dessen, da die Verkniipfung der Gruppe bereits assoziativ ist. O

Nun kénnen wir einen Funktor F' : BG — Set in die Kategorie der Mengen definieren, der
jedes Objekt G € BG auf genau eine Menge M € Set abbildet, und jedes Gruppenelement g € G
auf eine Funktion g - — : M — M, m — g - m abbildet.

Proposition 1.2. Die Menge der Funktoren Fun(B G, Set) ist dquivalent zu G — Set.

Beweis. Seien C, D : BG — Set Funktoren, sodass C(G) = M und D(G) = N fiir M, N € Set
und sei g : G — G ein Element der Gruppe. Dann ist 7 : C' = D eine natiirliche Transformation,
bestehend aus genau einer Funktion 7 : M — N, sodass 7(g(m)) = g(7(m)), fiir jedesm € M. O



Natiirliche Transformationen sind also G-Aquivariante Abbildungen. Diese Gleichung lasst
sich mit dem nachfolgenden kommutierenden Diagramm noch einmal veranschaulichen.

M-—T4 N m—— (m)

b T

2 Aquivalenzen von Kategorien

Aquivalente Kategorien sind identisch, mit Ausnahme der Tatsache, dass sie eine unterschiedliche
Anzahl von isomorphen Kopien eines Objekts enthalten kénnen. Wir werden diese Aussage in
diesem Abschnitt prézisieren, indem wir definieren, wann zwei Kategorien als dquivalent gelten.
Zu diesem Zweck seien A, B Kategorien.

Man koénnte die Aquivalenz von Kategorien wie folgt definieren:

Definition 2.1 (Aquivalente Kategorien). Die Kategorien A und B heifien #iquivalent, wenn es
Funktoren F': A — B und G : B — A gibt, so dass der Funktor F' o G dquivalent ist zu Idg und
der Funktor G o F' dquivalent ist zu Id 4.

Diese Definition ist jedoch nicht besonders niitzlich. Es ist nicht sinnvoll, so etwas wie eine
Inverse von Funktoren zu definieren, da sich die Suche nach einer solchen Inversen in der Regel
als duBlerst schwierig erweist. Die folgende Definition schafft daher Abhilfe:

Definition 2.2 (Treue und volltreue Funktoren). Ein Funktor F : A — B wird als

1. treu bezeichnet, wenn fiir alle Objekte X,Y € A die durch F' induzierte Abbildung von der
Menge der Morphismen in A in die der Kategorie B, Mor4(X,Y) — Morg(F(X), F(Y)),
injektiv ist.

2. volltreu bezeichnet, wenn fiir alle Objekte X und Y in A die durch F' induzierte Abbildung
Mor4(X,Y) — Morg(F(X), F(Y)) eine Bijektion ist.

Definition 2.3 (Aquivalenz von Kategorien). Ein Funktor F : A — B heift Aquivalenz von
Kategorien, wenn er volltreu und surjektiv auf Isomorphieklassen ist, also wenn es fiir jedes
Y € Bein X € A mit F(X) @Y gibt. Die Kategorien A und B heiflen dquivalent, wenn eine
Aquivalenz F : A — B existiert.

Beispiel 2.1. Sei A die Kategorie mit nur einem Objekt X und nur einem Morphismus Idx :
X — X. Sei B die Kategorie mit genau zwei Objekten X,Y und den Morphismen Idg : X —

)A(:,Idf, Y — f’,a X 5 Y undb:Y — X mit Verkettungen a ob =Idy und boa = Id 5.
Behauptung 2.1. Die Kategorien A und B sind dquivalent.
Beweis. Sei F: A — B ein Funktor mit X — X, so dass F(Idx) = Idg.
1. Dann ist die durch F' induzierte Abbildung Mor4(X, X) — Morg(F(X), F(X)) injektiv,
denn Morg(X, X) ist eine Ein-Element-Menge. Der Funktor F ist also treu.

2. Es gilt auch, dass die durch F' induzierte Abbildung Mor 4(X, X) — MOIB()N(7 )N() surjektiv

ist, denn
(9) Morg (X, X) := {Idg},
ist eine Ein-Element-Menge. Also ist F' volltreu.

3. Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes X € Bein X € A existiert, so dass F(X) = X. Also
sei F(X) = X, dann gilt F(X) = X trivial. Da aber aob = Idy und boa = Idg, gilt
auch X > Y. Aufgrund der Tatsache, dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf Klassen
definiert, gilt auch F(X) =Y.

Dies zeigt, dass A und B dquivalent sind. O



3 Darstellbare Funktoren

Sei A eine Kategorie und F : A — Set ein vergesslicher Funktor.

Definition 3.1 (Darstellbare Funktoren). Der Funktor F heift darstellbar, wenn es ein Objekt
X in A gibt und einen Isomorphismus F' 2 Mor 4(X, -) von Funktoren.

Anders ausgedriickt soll der Funktor F' : A — Mor 4(X, -) abbilden, also F'(M) = Mor 4(X, M)
in Set. Man beachte, dass der Funktor F' kovariant ist. Man betrachte dafiir nur den Morphis-
mus f : M — N, dann ist der induzierte Morphismus F(f) : F(M) — F(N) gegeben durch
Mor 4(X, M) — Mor4(Y, M). Die Fragen, die wir mit der Darstellbarkeit kliren wollen, lassen
sich also explizit wie folgt formulieren:

o Sei eine Kategorie A gegeben. Was ist dann F' und was ist M7

o Sei ein Funktor F' : A — Sets gegeben, ist dann F' 2 Mor 4(X, -) fir ein X € A?

Sei f: X — Y ein Morphismus. Fiir jedes M erhalten wir auf diese Weise eine Abbildung

(10) (o f)nr : Mor 4 (Y, M) — Mor4(X, M),
(11) grrgof.

Das liefert uns eine natiirliche Transformation (- o f) : Mor4(Y, ) — Mor4(X, -).

Beispiel 3.1. 1. Sei U : Grp — Set ein Funktor von der Kategorie der Gruppen in die
Kategorie der Mengen. Damit wird eine Gruppe auf die zu Grunde liegende Menge abgebildet
und der Gruppenhomomorphismus auf die zu Grunde liegende Funktion. Wir betrachten ein
Element g € G, dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus ¢4 : Z — G, so dass 1 — g.
Andererseits wird 1 immer auf ein Element von G abgebildet, also handelt es sich hierbei um
eine Bijektion zwischen der Menge an Elementen in G und der Menge an Homomorphismen
von Z nach G. Diese Bijektion 7¢ : U(G) — Morgrp(Z, G) sind also die Komponenten des
natiirlichen Isomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dass fiur jeden Gruppenhomomorphismus
¢ : G — H fir Gruppen G, H die Gleichung

(12) T o U(p) = Morgrp(Z, ) o 7¢
erfiillt ist. Wir zeichnen zunéchst ein kommutierendes Diagramm:

U(p)

U(G) U(H)

(13) l"’c JTH

Motgrp(Z, G) 22 N oren (Z, H).

Da U(yp) lediglich die dem Gruppenhomomorphismus zu Grunde liegende Funktion ist, sen-
det die linke Seite der Gleichung ein Element g € G durch den eindeutigen Homomorphismus
Po(g) : Z — H, s0 dass ¢4 (1) = ©(g). Auf der rechten Seite bilden wir zunéchst g auf den
Homomorphismus ¢4 : Z — G ab und verkniipfen diesen dann mit ¢. Dies erfiillt ebenfalls
die Gleichung p(¢4(1)) = ¢(g) und damit po ¢y = ¢ (4. Also wird U durch Z représentiert.

4 Yoneda Lemma

Mochte man mathematische Objekte besser verstehen, so postuliert das Yoneda-Lemma, ist es
notwendig die Beziehung dieser Objekte zu allen anderen Objekten mit denselben mathematischen
Eigenschaften zu verstehen. Ein Objekt wird also vollstdndig durch seine Beziehungen zu anderen
Objekten bestimmt, d.h. dadurch, wie das Objekt aus der Sicht jedes Objekts in der Kategorie
aussieht. Im Folgenden prézisieren wir diese Aussage durch das Yoneda-Lemma:



Lemma 4.1 (Das Yoneda-Lemma). Seien X undY Objekte einer lokal kleinen Kategorie A und
7: Mora(Y,) = Mory(X,-) ein Isomorphismus von vergesslichen Funktoren. Dann gibt es genau
einen Isomorphismus f : X =Y mit 7 = (o f). Insbesondere ist das Objekt X durch den Funktor
Mor(X,-) bestimmt bis auf eindeutige Isomorphie.

Beweis. Sei 7 : Mor4(Y,-) — Mor4(X, ) ein Isomorphismus von vergesslichen Funktoren. Wir
erinnern uns an dieser Stelle, dass Mor 4(Y, ) eine Menge von vergesslichen Funktoren F : A —
Set ist. Sei f : X — Y das Bild von Idy und M ein weiteres Objekt in der Kategorie A und
¢ € Mor 4(Y, M). Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

Mor4(Y,Y) —— Mor4(X,Y)

(14) Lﬁo lrbo

Mor 4(Y, M) — Mor 4 (X, M).

Wenn wir oben links mit der Identitdt starten, erhalten wir iber den linken unteren Weg 7/ (o),
iiber den oberen rechten Weg aber ¢ o f. Also ist 7a7(¢) = ¢ o f fiir alle Daten (M, ¢) und somit
erhalten wir die natiirliche Transformation als Komposition: 7 = (-o f). Die Abbildung f : X — Y
ist aber auch die einzige Abbildung, die diese Gleichung erfiillt. Das erkennt man, indem man
M =Y und ¢ = Id wahlt: 7y (Id) =Id o f = f, wie im folgenden Diagramm zu sehen ist:

Mor4(Y,Y) —9 Mor4(X,Y)
(15) l(j)o l(bo
Mor4(Y,Y) —4s Mor4(X,Y).

Analog zu obiger Konstruktion liefert 771 : Mor4(X, ) — Mor4(Y,-) eine Abbildung g :=
T);I(Idx) 1Y — X. Zuletzt zeigen wir noch das f ein Isomorphismus ist.

Wir betrachten nun folgendes Diagramm, das nach Definition von natiirlichen Transformatio-
nen kommutativ ist:

Mor 4(Y,Y) —— Mor4(X,Y)

(16) I I

Mor 4(Y, X) —= Mor4(X, X).

Wenn wir oben links mit Idy beginnen, so erhalten wir, wenn wir nach unten und dann nach
rechts abbilden, die Identitdt auf X, nach Definition von g. Bilden wir die Identitdt aber nach
rechts und dann nach unten ab, so erhalten wir zuerst f und dann go f. Aus der Kommutativitit
folgt also Idx = g o f. Analog erkennen wir, dass Idy = f o g. Die Abbildung f : X — Y ist also
ein Isomorphismus. O
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