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Zusammenfassung

Die Homologiedefinition H,(A,) eines Kettenkomplexes A, ist fiir beliebige
Homologietheorien als Quotient

kerd,
im dn—H

H,(A.) =

definiert. In Bezug auf Spektralsequenzen gibt es also in einem Kettenkomplex
ein Differential, das aus der Gruppe herausgeht, in diesem Fall d,, und eines,
das in die Gruppe hineingeht, in diesem Fall d,, .

Mit dieser Sichtweise konnen wir verschiedene Homologiegruppen betrach-
ten, je nachdem, welche Differentiale wir verwenden. Eine solche Betrachtung
kann nummeriert und in sogenannten Seiten organisiert werden. Eine Spek-
tralsequenz ist wie ein Buch, das aus einer unendlichen Anzahl von Seiten
besteht. Jede Seite ist ein zweidimensionales Gitter, das aus Gruppen besteht,
die bestimmten Differentialen zugeordnet sind.

Wir kénnen eine natiirliche Transformation anwenden, um von einer Seite
zur néchsten zu gelangen, und im Idealfall stabilisieren sich die Seiten zu einem
Seitenlimes im Unendlichen. Die Notation fiir die Homologien ist

By g
wobei 7 die Seitenzahl aus einer total geordneten Indexmenge (I, <) entnom-
men, p € Z der horizontale Index und ¢ € Z der vertikale Index ist.

In gewisser Weise verhélt sich jede Seite einer Spektralsequenz wie ein 2-
dimensionaler Kettenkomplex. Die Gruppen sind durch zwei Parameter statt
durch einen indiziert, und fiir jede Gruppe gibt es genau ein Differential, das
aus der Gruppe herausfithrt, und genau ein Differential, das in die Gruppe
hineinfihrt. Auflerdem gilt immer die Eigenschaft

d> = 0.

Wie sieht nun die Operation aus, die uns von Ej , nach E;’"gl flihrt? Die Dif-
ferentiale auf jeder Seite r hdngen stark von der Definition der Spektralsequenz



ab. Schreiben wir din, doyT fiir die eingehenden und ausgehenden Differentiale

von Ey  , dann definieren wir
b

r+1,_ kerdour
P im dIN .

Die Funktionsweise der Spektralsequenz besteht darin, dass die Gruppen auf
der ersten Seite E;q definiert werden. Dann lassen wir die Spektralsequenzma-
schine arbeiten. Im Falle der Serre-Spektralsequenz stabilisiert sich diese, das
heiflt, es gibt ein R, sodass fiir alle r > R gilt:

r _ R
Epvq - EPvQ'

Dies sind die Eintrige der stabilisierten Seite £<.

Wir beschreiben nun, was wir in unsere Spektralsequenz eintragen miissen
und was wir davon als Ergebnis erwarten konnen, insbesondere am Beispiel der
Serre’schen Spektralsequenz.

Inhaltsverzeichnis
1 Homologische Spektralsequenzen| 2
2 Filtrierungen und exakte Paare| 5

3 Presentation der Serre spektralen Sequenz 10

4 Homologie von CP™| 16

1 Homologische Spektralsequenzen

Generell besteht die Moglichkeit, Spektralsequenzen iiber abelsche Kategorien zu defi-
nieren, alternativ oder zusétzlich iber R-Moduln. Gegenstand der vorliegenden Arbeit
sind Spektralsequenzen tiber Z-Moduln, also die Variante fiir abelsche Gruppen.

Definition 1.1 (Homologische Sequenz). Sei rq € I mit ro > 0. Eine homologische
Sequenz { A}, . dy }r>r, besteht aus
1. einer Familie abelscher Gruppen {Aj} }pgez, r>r, und
2. einer Familie von Gruppenhomomorphismen {d, ,: A}  — Ay . .. .}, die als
Differentiale bezeichnet werden,
sodass fur alle p,q,r gilt:
1Ldy . rq0d,, =0,

T:_j’_l . . . . . r .
2. B} ist die zugehirige Homologie von A, das heifst

T
ErJrl — ker dp,q

p,q 3 T :
m dp+r,q—r+1



Die vorliegende Definition einer homologischen Sequenz verdeutlicht, fiir welche
Untergruppen die Quotienten berechnet werden, und zwar in einer Art Kettenkomplex
mit zwei Indizes. Es ist jedoch davon auszugehen, dass sich eine Vereinfachung der
Notation bei den weiteren Untersuchungen als hilfreich erweisen wird. Konkret wird
ein r festgelegt und alle A7 =~ als ein Objekt A" betrachtet. Diese neu entstandene
Gruppe wird als bigradierte abelsche Gruppe bezeichnet, wahrend die Differentiale
d" auch kollektiv als dj , oder bigradierte Differentiale bezeichnet werden.

Definition 1.2 (Bigraduierte abelsche Gruppen). Eine bigradierte abelsche Grup-
pe A ist eine Familie von abelschen Gruppen

= @ Apg;

DP,qEL

die man als direkte Summe auffassen kann, wobei die Indizes (p, q) aus ZXZ stammen.
Sind zwei bigradierte abelsche Gruppen

= @ Ay, und B = @ B,,

DP.9EL D,q€Z

gegeben, so bezeichnet man eine bigradierte Abbildung vom Bigrad (c,d) als die
Familie von Gruppenhomomorphismen

= D 5

Pgel
A Ao,o ALO AO,l A, 0
é,, l 00 l 00 l £00) l 700
B Bo,o B1,0 Bo,l Bfl,O

Es sei darauf hingewiesen, dass der direkten Summe keine Bedeutung beigemes-
sen wird, sodass die Reihenfolge der Summation als willkiirlich zu betrachten ist.
Eine alternative Betrachtungsweise besteht in der Auffassung der einzelnen abelschen
Gruppen als Elemente einer Menge. Seien also A = @, ;cz Apq und B = @, ez Bpg
die bigradierten abelschen Gruppen.

Definition 1.3 (Bigraduierte Abbildung). Wir nennen einen Gruppenhomomorphis-

mus
(c,d) .
pq

eine Abbildung vom Bigrad (c,d). Fine bigradierte Abbildung vom Bigrad (c,d)
ist dann ein Gruppenhomomorphismus

f+A — B, @apq»—> @ (Cd (apq)s

DP,qEL p,qEZ

Ap q 5 Bp+c q+d

wobei jedem Summanden a,, € A, das Element f{%(a,,) € Bpic gra zugeordnet
wird.

f kann als eine Sammlung von Gruppenhomomorphismen vom Bigrad (¢, d) auf-
gefasst werden, die elementweise auf der direkten Summe der abelschen Gruppen
operieren. Entsprechend kénnen wir sinngeméaf schreiben:

@ fpc d).

DP,qEL

3



Beispiel 1.4. Sei R ein Ring. Dann trigt Rlz,x~ ', y,y~ ] die Struktur einer bigra-
dierten abelschen Gruppe, indem wir

Ay, = RaPy?  fir allep,q € Z
setzen.

Definition 1.5 (Bigraduierte Untergruppen und Quotienten). Seien A und B bigra-
dierte abelsche Gruppen. Dann definieren wir:
1. ACB: & A,,C B,, firallep,q € Z.

2. Falls A C B, so sei
B B

o Pra
1 EBA.

P,q€Z ~ P4

Definition 1.6. Ist f : A — B eine bigradierte Abbildung des Grads (c,d) zwischen
bigradierten abelschen Gruppen, so definieren wir

o ker f = @ ker fp 4.

p,qEL

e imf = @ im fp—cq—d-

DP,9EL

Nun kénnen wir die zuvor definierte homologische Sequenz (Def. Zu einer
homologischen Spektralsequenz erweitern.

Definition 1.7. Seirqg > 0. Eine homologische Spektralsequenz
{ET7 dT}TZTo

besteht aus
1. einer bigradierten abelschen Gruppe E" und
2. einer bigradierten Abbildung

4 E — E"

vom Bigrad (r, r — 1), die als Differential bezeichnet wird,
sodass fiir jedes r gilt:
e d"od =0,dh (d)=0, und
o E"! ist die Homologie von E" beziiglich des Differentials d”, das heifit

@ ker d;; ‘

Eril — lfer(dr) _ _ Pacl = P - ker dp .
im(d") P imd,_, .. pez Iy

DP,qEL

Fiir jedes r nennt man E" das r-te Blatt oder die r-te Seite der Spektralsequenz
{Z?Tadr}rzrv

Anmerkung 1.8. Es gibt eine entsprechende Variante als kohomologische Spek-
tralsequenz, die in analoger Weise zu Def. konstruiert wird. Dort schreibt man
E, =@, ez EP? fiir die Kohomologicanteile und verwendet Differentiale

d,: B, — E,

vom Bigrad (r, —r + 1). Die homologische Spektralsequenz wird zur Berechnung von
Homologiegruppen verwendet, wdhrend die kohomologische Spektralsequenz zur Be-
stimmung von Kohomologiegruppen dient.



Definition 1.9. Sei {E",d"},>,, eine homologische Spektralsequenz. Angenommen,
es existiert fir alle p,q € Z eine natiirliche Zahl

r(p,q) € N,

abhdngig von p und q, derart, dass fir alle r > r(p,q)

Ep, & BP9,

Dann sagen wir, dass die bigradierte abelsche Gruppe

B = @ E00

P,qEZL

der Limes der Spektralsequenz {E”,d"},;>,, ist. Aquivalent sagen wir auch, dass die
Spektralsequenz an E*° angrenzt.

Anmerkung 1.10. Im Folgenden ist eine schematische Darstellung der ersten drei
Seiten einer Serre-Spektralsequenz mit den zugehdrigen Differentialen (durch Pfeile
— ) und den jeweiligen Definitions- und Zielbereichen (dargestellt durch o). Die Sym-
bole e stehen in diesem Kontext fiir abelsche Gruppen, speziell fir Homologiegruppen
oder, falls tiber einem Korper F betrachtet, fiir entsprechende Vektorrdume.

Der rote Punkt e stellt das Element Ej , dar, der blaue Punkt e reprisentiert E3 .
Diese besondere Spektralsequenz (die Serre-Spektralsequenz) stabilisiert immer, das
heifst, fir hinreichend grofe r dndert sich die jeweilige Seite nicht mehr.

Bl L2 L3
premroecs eSEITTe SRl
oreoecs eeTeTe §§

2 Filtrierungen und exakte Paare

Angenommen, wir haben einen topologischen Raum X und einen guten Teilraum A,
wobei das Giitekriterium in diesem Zusammenhang bedeutet, dass es eine Umge-
bung U C X mit A C U gibt und A ein Deformationsretrakt von U ist. Dies stellt
sicher, dass die relative Homologie

H,(X,A) = H,(X/A)

isomorph zur reduzierten Homologie des Quotienten X/A ist. Falls wir nun die Ho-
mologien von A und X /A kennen, so ist es naheliegend, zur Berechnung der Homologie
von X die lange exakte reduzierte Homologiesequenz zu verwenden:

~ Hy () ~ Hy(m)

Sl (4) 5 H(X) =

Erweitern wir unsere Situation auf drei ineinanderliegende Teilrdume

B Cc A C X,



wobei wir wieder annehmen, dass alle Teilrdume gut im obigen Sinne sind und wir
bereits die Homologien von B, A/B sowie X /A kennen. Dann wiinschen wir uns eine
Verallgemeinerung der langen exakten Sequenz, die auch fiir ein solches verschachtel-
tes Paar von Rdumen funktioniert. Im Allgemeinen kann man eine solche Matroschka
von topologischen Raumen als Filtrierung auffassen:

Definition 2.1. Fine Filtrierung eines topologischen Raumes X ist eine aufstei-
gende Folge von Teilraumen

X e C X o C X4 CXygC Xy C-ee C X

Wir werden zuséatzlich fordern, dass (X}, X;_1) gute Paare sind, jedoch kann die
Forderung fiir CW-Strukturen fallen gelassen werden, da diese durch die Definition
eines CW-Komplexes bereits sichergestellt ist.

Nun stellt sich die Frage, was wir iiber die Homologien von X aussagen konnen,
wenn wir unser Wissen itber die Homologien der X; aus einer Filtrierung X und/oder
tiber die Quotientenrdume X;/X; ; einsetzen. Beschranken wir uns auf den Spezial-
fall, dass X der Totalraum einer Faserung ist, so erhalten wir eine zufriedenstellende
Antwort auf diese Frage.

In einer Spektralsequenz kommt es haufig vor, dass E” und d" aus einer anderen
Struktur hervorgehen, namlich aus einem exakten Paar.

Definition 2.2. Ein exaktes Paar besteht aus einem Paar bigradierter abelscher
Gruppen A und E zusammen mit bigradierten Abbildungen

1 A— A j:A—E k:E— A,

sodass das folgende Diagramm exakt ist:

A U A
E

Die Exaktheit ist analog zu der fir kurze exakte Sequenzen oder Kettenkompleze
definiert:

e ker: =imk,

e kerj =imi,

e kerk =imj.

Haben wir ein solches exaktes Paar (A, E,1,7, k), so gibt es eine natiirliche Art
und Weise, das Differential

d=jok:E — E
zu definieren, sodass
d*=(jok)(jok) = j(koj)k=0

gilt. Dieses Differential wird dann verwendet, um ein zweites exaktes Paar, das soge-
nannte derivierte Paar, zu definieren.



Lemma 2.3. Sei (A, E,i,j, k) ein exaktes Paar. Dann gibt es ein zweites exaktes
Paar
(A/7 El? Z”? j” kl)?

das deriviertes Paar genannt wird, und in folgendem Diagramm beschrieben ist:

A 4 A
E/

wobei die Definitionen mittels
o« A = i(A),
 E' = ker(d)/im(d) = ker(jk)/im(jk),
o i =il (Einschrinkung von i auf i(A)),
o Firallei(a) € A': jli(a) = [j(a)} € F,
o Firalle[e] € E': K'e] = k(e)

gegeben sind.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in drei Teile. Wir zeigen die Wohldefiniertheit von
j" und k' sowie die Exaktheit des entstehenden Diagramms.
1. Wohldefiniertheit von j'.
Sei i(ay) = i(ag) fir a;,as € A. Da a1 — ay € ker(7) liegt und nach Exaktheit
ker(i) = im(k) gilt, existiert ein e € F mit k(e) = a; — ay. Dann folgt

jlar) = jlaz) = jlan —a) € im(jok) = im(d).

In anderen Worten ist j(a;) — j(az) ein Rand im Bild von d. Somit stimmen
die Aquivalenzklassen iiberein:

()] = [ilaz)] B

Also ist j° wohldefiniert und héngt nicht von der Wahl des Reprasentanten ab.
2. Wohldefiniertheit von £’.

Fiir jedes e € ker(d) = ker(jk) gilt zunédchst k(e) € ker(j). Nach Exaktheit ist

ker(7) = im(i), also k(e) € im(i) = A" Fir [e1] = [eg] in £’ (d.h. [e; — es] = 0)

ist e; — e5 ein Rand, also

e1 —eg € im(d) =im(jk) C im(j) = ker(k).
Folglich gilt
]{?(61 — 62) =0 = ]{3,[61 — 62] =0 = ]{3/[61] = ]{3,[62].

Damit ist auch &’ wohldefiniert.
3. Exaktheit des Diagramms.
(a) im(i") C ker(j'):
Sei o' € A’. Dann existiert a € A mit i(a) = a’. Nun ist
(j" o) (") = jlilia(a’).
Da o' =i(a), folgt



Aber ji(a) = 0 (aus der Exaktheit folgt ji = 0). Somit ist
@] =[] = @Goi)d)=0 = im(i) C kex(j).

(b) ker(y') C im(7'):
Sei @’ € ker(j'). Dann ist j'(a’) = 0. Daa’ € A’ gilt @’ = i(a) fir ein a € A. Also

Ji(a) = [i(a)] =0 = j(a) € im(d).
Somit existiert e € £ mit j(a) = (jk)(e) = d(e). Folglich ist
a—k(e) € ker(j) =im(q).

Also gibt es ein b € A, sodass a — k(e) = i(b). Daraus folgt, da ik = 0 aufgrund
der Exaktheit:

d = i(a) = i(a) — i(k(e)) = i(a—k(e) = ii(h) = ().

Da i(a’) = o’ in A’ bereits als Bild vorliegt, folgt @’ € im(¢’). Somit ker(j') =
im(i).

(c) im(y’) C ker(k'):

Sei a' = i(a) € A’. Dann

Koj'a) = Kj'ila) = Kj(a)] = kj(a).
Doch aus Exaktheit folgt ko 7 = 0, also
kj(a) = 0.

Damit ist im(j’) C ker(k’).

(d) ker(k") C im(j'):

Sei [e] € ker(k'). Dann ist £'([e]) = k(e) = 0, woraus e € ker(k). Nach Exaktheit
ist ker(k) = im(j), also existiert a € A mit e = j(a). Daher

[e] = [i(a)] = ji(a) € imj".

Somit ker(k’) = im(j’).
(e) im(k") C ker(¢') und ker(i") C im(k'):
Fiir jedes [e] € E’ ist
'K ([e]) = (iok)(e) =0
aufgrund der Exaktheit des Diagramms. Also im(k") C ker(7').
Ist umgekehrt a’ € ker(:) C A’, so ist i'(a’) = 0 in A". Da i'(d’) = i(d’)
(Einschréankung) und o’ € A" = i(A), existiert ein a € A mit o’ = i(a). Dann

0=1(a) =4 (i(a)) = ii(a).

Aufgrund der Exaktheit ker(i) = im(k) folgt, dass i(a) € im(k), also i(a) = k(e)
fir ein e € F. Damit ist a’ = k(e) und somit o' = k'[e]. Also ker(i') C im(k’).
Insgesamt folgt aus (a)—(e), dass das so konstruierte Diagramm exakt ist. Damit
ist (A, E',7, 7', k") in der Tat ein exaktes Paar.

[



Der Prozess, bei dem aus einem exakten Paar ein deriviertes Paar erzeugt wird,
kann beliebig oft wiederholt werden. Dadurch erhalten wir fiir jedes r € N ein r-fach
deriviertes Paar (A", E",i",j", k"). Setzen wir

d'/‘ — ]’7" o k”"’
so entsteht die zugehorige homologische Spektralsequenz gerade durch die Paare

{E", d"}ren.

Allerdings haben wir auf diese Weise zunéachst keine Graduierung, das heifit, es han-
delt sich nur um einfache abelsche Gruppen. Die Graduierung ergibt sich aus der
Filtrierung

Xo C Xy C - C X,

indem wir daraus ein exaktes Paar konstruieren.

Definition 2.4 (Exakte Paare einer Filtrierung). Fir alle p,q € Z setze
Epa = Hyig (Xp’ Xp_l) und A, = Hyio(Xp).

Die Abbildungen i*, j', k' definieren wir auf jedem A1 bzw. E1 in Ubereinstimmung
mit der langen exakten Homologiesequenz. Im Folgenden zllustmert das Diagramm die
Konstruktion:

1 -1 -1 1 i1
q—1

kp.q 'p.q Ip.q L P,
: Jal+q(Xp—1) — Hpyq(Xp) = Hyyo(Xp, Xp1) — Hprg1(Xp1) =

Dabei gilt:
o iy, = Hygt) : AL — A} ist der funktorielle Homomorphismus, der aus der

Inklusion v : X,,_; — X, entsteht.

Jpg A;Lq — E;’q wird durch die Quotientenabbildung in der Kettengruppenfolge

induziert.
o kB, — A ist der verbindende Homomorphismus

k;:‘] = a:HP+fI(Xp7Xp71> — Hp+q71<Xp,1).
Da die lange exakte Homologiesequenz exakt ist, bildet
1 1 . 1
(qu’ A p,q’° pq’ qu’ kp,q)
ein exaktes Paar.

Aus Def. erhalten wir fiir jedes r ein entsprechendes exaktes Paar und da-
mit unendlich viele exakte Paare (moglicherweise abzéhlbar oder iiberabzahlbar
unendlich). Definieren wir

dT — jT’ 1) k’l"7

wie oben, so erhalten wir aus diesen exakten Paaren die zugehorige homologische
Spektralsequenz.

Satz 2.5 (Homologische Spektralsequenz einer Filtrierung). Sei ein deriviertes exak-

tes Paar
1 1
( pq’Ap+q’ pq’]pq?k ,q)

aus einer homologisch exakten Sequenz einer Filtrierung gegeben. Dann gibt es eine
homologische Spektralsequenz

{E",d"} mit d" = j"ok'.
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Beweis. Wir wissen bereits, dass d” o d” = 0 gilt und dass E"™! die Homologie von
E" beziglich d" ist. Es bleibt also zu zeigen, dass

d:E" — E" vom Grad (—r, r—1)
ist. Auf der ersten Seite folgt aus d' = j! o k!, dass wir fiir
(Hpsq(Xp, Xp1), d)
die Abbildungen

k)l -1
Hp+q(Xpa Xp—l) — Hp+q—1(Xp—1) — Hp+q—1(Xp—lv Xp—2)
erhalten. Damit sehen wir, dass
d': E;;,q = p+q(Xpa prl) — Hp+q71<Xp717 prZ) = E,

p—1,¢q
also ist d' vom Grad (—1, 0).
Fir den allgemeinen Fall teilen wir den Beweis in drei Schritte auf:
_ =141
L. Arg,q - fjﬂ Ap,q' .
2. k,,}?7q . E£7q —> Af_liq'
3 Jpq Ap,q — B i1 g
Zu (1). Dies folgt unmittelbar aus der Definition der derivierten Paare.
Zu (2). Der Homomorphismus k%! wird durch &7 , auf kerd’/imd" induziert. Fiir
die erste Seite wissen wir bereits, dass
1.l 1
Fpg  Bpg — Ap—l,q

gilt. Durch Induktion definiert man analog
ky,: By, — A

p—1q
fir beliebige n. Somit ist auch k) = EJ — A7 ;  wohldefiniert.
Zu (3). Sei a € A7 . Dann gibt es ein b € A}, mit i""(b) = a, weil nach (1)

P,
r _ ;r—141 :
Ay, =1 A, . Folglich

i(a) = JNb) = [N 0)] (1)
- er‘%'?"‘?’(b)” - .= [...[jl(b)} }

Hier kennzeichnen wir durch mehrfaches Einklammern, dass wir zunéchst eine Aqui-
valenzklasse [o] in EJ  und anschlieBend eine weitere Klasse [[a]] in EJt* betrachten.
Weil sowohl [---[j'(b)]---] € E/tF als auch j'(b) € E}, in derselben homologi-
schen Ordnung liegen, folgt, dass sich nur der Grad des derivierten Paares
andert, nicht jedoch die zugrundeliegenden Homologiegruppen. Insbesondere gilt

1 -1 1
b € Ap—r+l,q+r—1? J (b) € Ep—r—i—l,q—i—r—l?

und entsprechend
o, r r
]p7q : Apyq EP*T+1,Q+T71'
Verkettet man nun

2y ET

T k" r
Ep,q — A p—r,q+r—11

1,
erhélt man d” = j" o k". Damit ist d" ifonq1 Bigrad (—r, r —1).
Somit ist gezeigt, dass die Abbildung
d:E — E"
tatsachlich vom Grad (—r, r — 1) ist, was die Behauptung abschliefit. O
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3 Presentation der Serre spektralen Sequenz

Die Serre-Spektralsequenz wurde entwickelt, um die Homologiegruppen der ver-
schiedenen Bestandteile einer sogenannten Faserung miteinander in Beziehung zu
setzen. Bei einer Faserung

7 — X — Y

denkt man an eine Abbildung
m: X — Y,

so dass samtliche Urbilder 7 !(y) fiir jedes y € Y homotopieiquivalent zu Z sind.
Bevor wir die Konstruktion der Serre-Spektralsequenz genauer vorstellen kénnen,
benétigen wir die Definition einer Faserung, die die Homotopiehochhebungseigen-
schaft erfiillt. Diese Eigenschaft erlaubt es uns, aus einfacheren und bereits bekannten
Raumen durch Anwendung der Faserung neue, komplexere Rdume zu konstruieren.
Die Faserung verallgemeinert dabei das Konzept eines Vektorbiindels, kommt je-
doch ohne lineare oder affine Struktur aus. Die Homotopiehochhebungseigenschaft
wird sich anschliefend in kompatiblen Eigenschaften auf der Ebene der Homologie
niederschlagen und so die Grundlage fiir die Serre-Spektralsequenz bilden.

Definition 3.1 (Faserung). Eine Abbildung m : X — B, welche die folgende Homo-
topiehochhebungseigenschaft fiir beliebige Riume Z erfillt, heif$t eine Faserung:

o fiir jede Homotopie h: Z x [0,1] — B und
o fiir jeden Lift hg : Z — X welcher

ho = h|zxqy hochhebt, so dass hy = 7 o hg,

existiert eine Homotopie h : Z x [0,1] — X, die genau h liftet. Im folgenden
kommutativen Diagramm wird das veranschaulicht:

Z x {0} - X
~ o

h .- |
L 7 ™
4

Zx[0,1 —— B

Nun betrachten wir einige Beispiele von Faserungen, um ein besseres Gefiihl fiir diese
Struktur zu bekommen.

Beispiel 3.2. Beispiele fiir Faserungen:
1. Seien X, Y topologische Rdume. Dann ist die Projektion

T: XxY — Y

eine Faserung. Jede Faser ist homdéomorph zu X. Zur Verifikation der Homo-
topiehochhebungseigenschaft sei

h:Zx[0,1] — Y
eine Homotopie und ho : Z x {0} — X x Y ein Lift mit

(roho)(z) = ho(z) = h(z,0).
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Definiere h : Z x [0,1] — X x Y durch

h(ot) = <7TXOEO(Z), h(z,t)>,

wobei mx : X XY — X die Projektion auf die erste Komponente ist. Offenbar
stimmt h in der X -Komponente mit hg und in derY -Komponente mit h tiberein,
was genau die bendtigte Lifteigenschaft liefert.

2. Die kanonische Surjektion

7:5" — RP", = — [7]

ist eine Faserung, deren Fasern homdomorph zu S° sind (man kann sich das
als {£x} C S™ dber einem Punkt [x] in RP™ vorstellen).
3. Die kanonische Surjektion

T8 CP", 2~ [7]

ist eine Faserung, deren Fasern homdéomorph zu S' sind. Hier interpretiert man
die Punkte im S®"*1 C C"*! als Einheitsvektoren und deren Bilder in CP™ als
komplexe Geraden.

Als gegebene Daten verwenden wir eine Faserung 7 : X — B, wobei B ein weg-
zusammenhangender CW-Komplex und X ein topologischer Raum ist. Man beachte,
dass wir die Homotopiehochhebungseigenschaften nur fiir CW-Komplexe fordern. Ei-
ne solche Faserung heiflt auch eine Serre-Faserung. Der Raum B wird Basisraum
genannt, X der Totalraum.

Wir erzeugen eine Filtrierung von X, indem wir das p-Skelett B? von B betrachten

und die Fasern
X, = Wﬁl(Bp)

setzen. Aus dieser Filtrierung erhalten wir ein exaktes Paar, aus dem wiederum eine
homologische Sequenz entsteht. In dieser Konstellation heiffit die resultierende Spek-
tralsequenz auch Serre-Spektralsequenz.

Fir einen Weg v : [0,1] — B in den Basisraum B bendétigen wir eine stetige
Abbildung
L,:F, — F,

wobei F, = 77 (a) und F, = 7 !(b) die Fasern iiber a = v(0) bzw. b = (1) sind.
Die Existenz einer solchen Abbildung wird durch die Homotopiedquivalenz der Fasern
F, fiir alle s € [0, 1] garantiert, sobald 7 : X — B eine Serre-Faserung ist. Dies
fithrt zur folgenden Aussage:

Proposition 3.3. Fulls m: X — B eine Faserung ist, so sind die Fasern
Fb = W_l(b)
tber jede wegzusammenhdangende Komponente von B zueinander homotopiedquivalent.

Beweis. Sei vy : [0,1] — B ein Weg und F, s = 7 *(7(s)) eine Faser. Wir definieren
eine Homotopie
h:Fyo x[0,1] — B, h(z,t) = ~(t).

Sei hy : F,) x {0} = X die Inklusion. Dann gilt fiir jedes = € F,(q):
(moho)(z) = 7(0) = ho(a).
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Da 7 : X — B eine Faserung ist, existiert eine Abbildung
7L : F’y(O) X [0,1] — X,

sodass in folgendem Diagramm alles kommutiert:

0

Eyo) x {0} —— X
P
h

FA/(O) X [0, 1] —— B

Insbesondere gilt A = 7 o h, und E(x,t) € F,. Fir t = 1 erhalten wir daraus die
gesuchte Abbildung

vany(O) — F’y(l)a Lw(l‘) = h(fL‘,l).

]

Diese Konstruktion zeigt die Homotopieaquivalenz der Fasern entlang des Weges
v, und damit sind samtliche Fasern iiber eine wegzusammenhangende Komponente
von B untereinander homotopiedquivalent.

Wir zeigen als Néchstes, dass sich die Abbildung v — L. beziiglich Homotopien
[Hat01, Prop. 4.61] gutartig verhélt:

+ Falls v und v Wege von a nach b sind und v ~p 13 7' (d.h. es existiert eine
Homotopie h : v = 4/, die auf den Basispunkten 0 und 1 konstant ist), dann
gilt

L,y ~ L,y/.
o Falls vy und ~; Wege sind, sodass v;(0) = 7o(1), dann gilt

Ly =~ L, o L.

Im Folgenden leiten wir aus diesen Eigenschaften die Proposition her. Seien F,, und F,
Fasern einer Faserung und ~ ein Weg von a nach b. Wir betrachten die Abbildungen

Ly:F,— F, und Lz:F, — F,,

wobei 7 ein Weg von b zuriick nach a bezeichnet.

Sei @ = a die konstante Schleife bei a, und sei A die Abbildung, mit der wir Lq(z)
definieren. Da

h(z,t) = a(x) = a furallez € F,, t €[0,1],

folgtjl(x, t) € F, fir alle z und ¢. Somit ist & eine Homotopie, welche h(x,0) = Id, (z)
und h(z,1) = L,(x) erfillt. Daher gilt

Idp, ~ L, und analog Idp =~ Lg,

wobei 3 die konstante Schleife bei b ist.
Mit den oben genannten Eigenschaften nach [Hat01, Prop. 4.61] erhalten wir nun:

L;oL,y:L ~ ~ L, ~ Ildg,

Y
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Lyols ~ Iz, =~ Lg ~ Idg,
Daraus folgt, dass F, und F;, homotopiedquivalent sind.
Durch diese Proposition hat sich die Konvention etabliert, fiir einen gegebenen
(wegzusammenhéngenden) Basisraum stets Bezug auf die Faser der Faserung zu neh-

men, denn alle Fasern sind untereinander homotopieaquivalent. Ublich ist es daher,
eine Faserung auch kurz in der Form

F — X — B

anzugeben, wobei F' ein Raum ist, der homotopieaquivalent zu den jeweiligen Fasern
(D) ist.
Entsprechend lassen sich unsere Beispiele aus wie folgt umschreiben:
e ' — FxB — B,
e S — S — RP™,
o St — Sl 5 CP.
In all diesen Beispielen sind die jeweiligen Fasern sogar homeomorph.
Fir jeden Weg «y : [0, 1] — B erhalten wir eine Abbildung

Ly Fyoy — Fyy,

indem wir die Homotopiehochhebungseigenschaft auf die Faser [,y anwenden.
Um das Faserbtindel
St — §® — CP*™

mit der kanonischen Surjektion 7 : S* — CP* in unserem Beispiel nutzbar zu ma-
chen, miissen wir zeigen, dass es sich tatséchlich um eine Faserung handelt. Dabei
verwenden wir, dass CP> als CW-Komplex konstruiert wird, der zugleich wegzu-
sammenhéngend und einfach zusammenhéangend ist.

Sei nun X ein topologischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X.

Definition 3.4. Eine Verfeinerung von U ist eine offene Uberdeckung V von X,
sodass fir jedes V€V ein U € U existiert mit V C U.

Wir sagen, dass eine Verfeinerung V lokal endlich ist, falls fir alle Punkte
x € X und jede offene Umgebung U, von x nur endlich viele Mengen V € V die
Bedingung U, NV £ () erfillen.

Definition 3.5. Ein topologischer Raum heifit parakompakt, falls jede offene Uber-
deckung eine lokal endliche Verfeinerung besitzt.

Anmerkung 3.6. Alle kompakten topologischen Rdume sind parakompakt.
Lemma 3.7. Jeder CW-Komplex ist parakompakt.

Beweis. Sei X ein CW-Komplex mit n-Skeletten X™. Wir konnen jedes X™ als Ver-
einigung

X = UK]

von endlichen CW-Komplexen schreiben. Sei U eine offene Uberdeckung von X. Fiir
jedes n und jedes ar betrachten wir

U = {UNK" | Ueul,
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das eine offene Uberdeckung von K darstellt. Da jedes K" kompakt ist, existiert eine
Verfeinerung V! von U. Fiir jede offene Menge A € V! gibt es eine offene Menge
Va4 C X, sodass

A=ViNK 2 .

Da A C Uy N K] fir ein Uy € U gilt, kénnen wir durch Bildung des Durchschnitts
VaNUy, (falls notig) annehmen, dass Vy C Uy gilt.
Setzen wir nun

Vv =A{va| AeV}}

Weil jede Familie {V4 | A € V"} lokal endlich ist, ist V eine abzéhlbar lokal endli-
che Verfeinerung von U (d. h. V ist eine Verfeinerung, die eine abzahlbare Vereinigung
lokal endlicher Familien ist). Da CW-Komplexe reguléar sind, konnen wir nach Lem-
ma 41.3 aus [Hat01] (bzw. [7]) darauf schliefen, dass X parakompakt ist. O

Satz 3.8 ([Huebb, Theorem 1}). Falls 7 : X — B ein Faserbiindel ist und B para-
kompakt, dann ist ™ eine Faserung.

Aus diesem Satz und der Tatsache, dass alle CW-Komplexe parakompakt sind, ergibt
sich das gewiinschte Korollar:

Korollar 3.9. Jedes Faserbiindel mit einem CW-Komplex als Basisraum ist eine
Faserung.

Angenommen, wir haben eine Faserung
m: X — B,

wobei wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass B ein wegzusammenhéngender
CW-Komplex ist. Fiir jedes p sei BP das p-dimensionale Skelett von B, und wir
definieren

X, = 7 'B".

Die Raume X, bilden eine Filtrierung von X, auf die wir spéater noch zuriickkom-
men werden. Fiir eine gegebene Gruppe G definieren wir die erste Seite der Serre-
Spektralsequenz durch

E;,q = Hpio(Xp, Xpo1; G).

Sobald wir diese erste Seite festgelegt haben, lauft die Serre-Spektralsequenz weiter,
bis sie schlieBlich bei der E°°-Seite stabilisiert und in einer Form vorliegt, die eng
mit He(X; G) verwandt ist. Genauer erhalten wir den folgenden Satz, welchen wir
hier nicht beweisen werden.

Satz 3.10. [Hat01, Proposition 4E.1] Sei
F — X — B

eine Faserung, wobei B ein einfach zusammenhdngender CW-Komplex ist. Dann gibt
es eine Spektralsequenz

E;?q
mit folgenden Figenschaften:

(a) Die Differentiale auf der r-ten Seite haben die Form
d B, — B
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+1 . . . .
(b) E)% ist die Homologie von Eqg, an der Stelle B . das heif$t
Ertl — kerd": E;,q — Eg—r,qw—l'
PO md B — B,

(¢) Auf der zweiten Seite gilt

Eiq = H,(B; H,(F;G)).

(d) Die stabilen Terme E5, sind isomorph zu den assoziierten Graden der gefilterten
Gruppe H,+((X;G),
Fy (X5 G)
Fpe1Hyig(X5G)

E;Z &~
wobes
0 = F,H,(X;G) C FoH,(X;G) C ... C F,H,(X;G) = H,(X;G)

eine bestimmte aufsteigende Filtrierung ist.

4 Homologie von CP*

Zunachst mochten wir in diesem Kapitel die Homologiegruppen von CP* mithilfe
der zellularen Homologie bestimmen. Dazu verwenden wir explizit die Struktur
von CP* als CW-Komplex und vergleichen das erhaltene Ergebnis anschliefend mit
dem Resultat aus der Spektralsequenz.

Der Raum CP"™ besteht aus den komplexen Geraden durch den Ursprung in
Crt! =~ R?"*2, Ein isometrischer Isomorphismus wird durch die Abbildung

¢: R¥7™2 — C"M ) (21,..., Zonye) = (21 +iTo, T3+ 0Ty, ..., Topp1 + iTony)
gegeben. Wir konnen CP" als Quotientenraum
CP" = St/ ~
auffassen, wobei die Aquivalenzrelation durch
(1, ..oy Tong2) ~ A (21, .., Topge) firalle A€ C, [N =1

definiert ist. Dies entspricht der Wirkung der Einheitssphire S C C auf S?"*! durch
skalare Multiplikation.
Die Struktur als CW-Komplex ergibt sich aus der Tatsache, dass CP™ fiir jedes
n € N eine Zellzerlegung besitzt, die aus genau einer Zelle jeder geraden Dimension
0,2,4,...,2n besteht. Der Ubergang von CP™ zu CP> geschieht durch den Limes
n — 0o, wobei CP* ebenfalls genau eine Zelle jeder geraden Dimension enthalt.
Diese Beschreibung fiihrt zu folgender Filtrierung in Skelette:

) c e Cc e C CP' cCP' c ..
c cCpvl' ccpPv! c CP* c CP*" C ... C CP™,

wobei CP* jeweils aus CP*~! durch Anheften von 2k-Zellen D entsteht. Das An-
heften erfolgt mittels der kanonischen Surjektion 7: S?*=1 — CP*!, die durch die

16



Projektion von der Einheitssphare des komplexen Vektorraums auf die komplexe pro-
jektive Ebene definiert ist.
Das entsprechende Pushout-Diagramm lautet:

C_Pk [$]>—>[(Z‘,0,0)] (Cpk_l

D2k G2k—1
Hierbei ist die untere horizontale Abbildung die Anheftung der 2k-Zelle D?** an das
(k — 1)-te Skelett CP*~1 was die zelluldre Struktur von CP* vollstindig beschreibt.
Diese Filtrierung zeigt anschaulich die schrittweise Konstruktion von CP* als
Limes der endlichen komplexen projektiven Raume CP*, wobei in jedem Schritt genau

eine Zelle hinzukommt.

In CP* sind die Skelette durch
Xop = Xopp1 = CP* fiir alle k € N
gegeben. Fiir den zugehorigen zelluldren Kettenkomplex erhalten wir
HCo(CP™) = Hop(Xog, Xok—1) = Z fir k>0,
sowie
HCy(CP*>) = Hy (Xk, Xk,1> = 0 fir alle ungeraden k£ und £ < 0.

Der zellulidre Kettenkomplex hat somit die Form

d don—1 don—2 don—3 d d d d
2n 0 n Z n N O n 3 2 1 0

0 — Z >y oo 5 Z =50 —7Z — 0.

Die Differenzialabbildungen d; des Kettenkomplexes verschwinden aufgrund der
Zellsymmetrie, sodass die Homologiegruppen direkt abgelesen werden kénnen. Es gilt:

Z, falls k € 2Ny (gerade),

H,(CP>) =
K ) {O, falls & ungerade.

Dies illustriert, dass CP* ein klassifizierender Raum fiir Z-Homologie ist. Dieses
Ergebnis werden wir im Folgenden mit der Homologie aus der Serre-Spektralsequenz
vergleichen.

Anmerkung 4.1 (Motivation fiir die Serre-Spektralsequenz). Betrachten wir nun die
Serre-Spektralsequenz, um die Homologie von CP* zu berechnen. Dabei ignorie-
ren wir in gewisser Weise die erste Seite E' und beginnen direkt mit E?, die wir auf
allen weiteren Seiten fortsetzen. Dies ist moglich, da die Faserung

St — §%® . CP™

eine besonders einfache und duferst niitzliche Struktur besitzt, die es erlaubt, die
Gruppen auf der zweiten Seite direkt zu bestimmen.

Im konkreten Fall kénnen wir die gesamte Seite E* wie folgt beschreiben: Der
Basisraum CP*° hat nichttriviale Homologie nur in geraden Graden, wdhrend die
Faser S* nur in Grad 1 Homologie hat. Wir erhalten

E? = H,(CP>®; H,(S"; Z)).
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Dies ergibt:
2 Z, falls p gerade und q € {0,1},
0, sonst.
Die Spektralsequenz artet in diesem Fall auf der zweiten Seite aus (E? = E*), da

die differentielle Abbildung d*> wegen der geraden Homologie des Basisraums trivial
ist. Somit erhalten wir direkt:
Z, falls k gerade,
H,(CP>) = falls kg
0, sonst.
Dies stimmt mit den Ergebnissen aus der zelluldren Homologie tiberein und illus-
triert die Effizienz der Serre-Spektralsequenz in diesem Kontext.

Sei also B = CP>*, X = 8%, F = S!' dann ist unsere Faserung gegeben
durch FF — X — B. Nach Teil ¢) von Satz ist die zweite Seite E? der Serre-
Spektralsequenz durch die Homologien

By, = Hy(B; H,(F;Z))

gegeben.

Wir bemerken, dass Eiq nur dann nichttrivial sein kann, wenn p > 0 und ¢ > 0,
da alle Homologiegruppen fiir p < 0 oder ¢ < 0 trivial sind. Damit sieht die Seite £?
in einer Umgebung von (p, ¢) = (0,0) wie folgt aus:

2 0. E§, Ef, E3, Ej,
“(X 2

1 0. E§, E, _E; Ej
\XX 2

0 0 E, E E E

w& 3,0

-1 0 0 0 0 0
-1 0 1 2 3
Weil F' = S!, kennen wir die Homologien von F:

Z q=0,1,

0 sonst.

Hy(F;Z) = H,(S"Z) = { (2)
Da Homologiegruppen mit Koeffizienten in 0 selbst die triviale Gruppe sind, folgt
unmittelbar, dass fir ¢ # 0, 1 gilt:

H,(B; H,(S%;Z)) = H,(B;0) = 0.

Daraus ergibt sich, dass E2 = 0 fir alle ¢ # 0,1. Somit hat die Seite E? nur
nichttriviale Gruppen in den belden Reihen ¢ = 0 und ¢ = 1, wobei p > 0 gilt.

Da die Differenzialabbildungen d" aufgrund der Gradstruktur trivial sind, dege-
neriert die Serre-Spektralsequenz hier auf der zweiten Seite, d.h., es gilt E? = E*.
Dies erlaubt uns, die Homologie von CP> direkt aus £E? zu bestimmen. Wir kénnen
E? daher wie folgt vereinfachen:

1 2 2 2 2 2 2



Man beachte, dass es stets ein Differential gibt, das fir jedes E} , in die Gruppe hinein
abbildet, sowie eines, das aus der Gruppe hinausgeht. Alle nicht grafisch dargestellten
Differentiale bilden jedoch entweder in die triviale Gruppe ab oder stammen aus der
trivialen Gruppe. Diese sind daher die triviale Abbildung, da die triviale Gruppe in
der Kategorie abelscher Gruppen sowohl initiales als auch finales Objekt ist.

Somit erhalten wir fiir p > 0 und ¢ =0, 1:

By, = Hy(B; Hy(F;Z)) = Hy(B; Z) = H,(CP>;Z).
Damit haben wir die zweite Seite E? vollstindig berechnet. Sie sieht wie folgt aus:
1 Ho(CP*®) H{(CP>®) Hy(CP>®) H3CP>) HCP>®) H;CP>™)
0  Ho(CP>®) H{(CP*®) Hy(CP>®) H3(CP>®) HyCP>®) H;CP>)
0 1 2 3 4 5

Als néachstes betrachten wir die Seite E°°, also die stabilisierende Seite. Dazu machen
wir folgende Beobachtung:

Lemma 4.2. Fulls E? =0, dann ist E>5 = 0.

Beweis. Da E2 = 0, sind die Differenziale, die nach E2 hinein oder aus Equ heraus
abbilden, alle glelch der Nullabbildung. Somit gilt:

3 _ 2 . —
B, =kerd, /[imd, ,, , =0.

Induktiv kénnen wir dasselbe Argument anwenden, da die Gruppen in allen weiteren
Seiten durch Differenziale aus oder nach EJ , gebildet werden, die ebenfalls trivial
sind. Daher gilt:

E;q =0 furaller > 2.

Insbesondere folgt:
EX, = 0.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Nach Lemma sieht £ demnach wie folgt aus, wobei die Eintrage alle 0 sind,
auBer in den Reihen fiir ¢ = 0,1 und den Spalten p > 0:

L Egy BTy B B BN ESN
0 Egy FET, By B3, Efy ESS
0 1 2 3 4 5
Nach Satz d) gibt es fiir jedes n € Z eine Filtrierung
0OCF'C---CF'=H,(X;7Z),

so dass
E>® =~ Fp/Fpl

p,n—p

Lemma 4.3. 5% ist kontrahierbar.
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Beweis. Sei S als aufsteigende Vereinigung der endlichen Sphéaren S™ mit der di-
rekten Limes-Topologie definiert. Das bedeutet, dafl eine Abbildung

f: 85 —Y
genau dann stetig ist, wenn fiir jedes n ihre Einschriankung
flgn: S — Y
stetig ist.

1. CW-Paar-Eigenschaften: Betrachte fiir festes n das Paar (5S>, S"~1). Da S>
eine CW-Struktur besitzt (es ist die Vereinigung der endlichen CW-Komplexe
S™ durch zelluldre Inklusionen), ist (5%, 5"~ 1) ein CW-Paar und damit insbe-

sondere ein gutes Paar.

2. Homotopie-Hochhebung: Wegen der Homotopiehochhebungseigenschaft folgt,
daB jede auf S™ x [0, 1] definierte stetige Abbildung zu einer auf S x [0, 1] defi-
nierten Abbildung A" erweitert werden kann, die in besonderer Weise das obe-
re Hemispharen-Kontakt (Kontraktion zum Basispunkt) mit einschliet. Man
kann auflerdem erreichen, daf}

das heiBt, zur Zeit 0 ist A" die Identitit auf S°°.

3. Konstruktion einer globalen Kontraktionshomotopie: Wir definieren
h: 8% % [0,1] — 8=

abschnittsweise in den Zeitintervallen

Fur t € I, setze

hi(z) = hg"(t—1)+2 © h?_l ©...0 h%(x%
wobei 2"(t — 1) + 2 von 0 nach 1 durchléuft, wenn ¢ von 1 — 57— nach 1 — 5
variiert. Fiir das letzte Teilintervall {1 — >, 1} setzen wir hy(z) = xo konstant

auf einen Basispunkt zy € S°°. Damit ist insbesondere hy(z) = z, fir alle x.

4. Stetigkeit: Da S* die direkte Limes-Topologie tragt, ist  genau dann stetig,
wenn ihre Einschrankung iL|Sn><[071} fir jedes n stetig ist. Fixiere also n. Auf
5™ x [0,1] besteht hy(z) aus endlichen Kompositionen der stetigen h*, jeweils
auf disjunkten Zeitabschnitten, und ist schliellich auf [1 — 2%, 1} konstant. Da
die Randwerte exakt zusammenpassen (am Ende eines Intervalls liegt h¥ vor,
am Beginn des nachsten Intervalls E’g“ = id), treten keine Unstetigkeiten auf.

Somit ist B| snx[0,1] stetig, und daraus folgt die Stetigkeit von h auf ganz S x
[0, 1].

Da diese Homotopie le konstant den Wert xy annimmt, ist S* kontrahierbar. O]
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Da X = S* kontrahierbar ist, gilt H,(X;7Z) = 0 fiir alle n > 0 und Hy(X;Z) = Z.
Somit ist F? = 0 fir alle n > 0 und 0 < p < n, woraus folgt, dass E5,_, = 0 fir alle
n, p, falls n # 0. Fir n = 0 haben wir Hy(X;Z) = Z, daher gilt:

EX =0, firp#0,

und
Egy = F) = Hy(X;Z) = Z.

Damit kennen wir die gesamte Seite £, die wie folgt aussieht:

Dies ist bereits der Endspurt. Wir machen noch eine weitere Beobachtung machen,
indem wir die Homologien auf der stabilisierenden Seite mit denen der zweiten Seite
in Verbindung bringen.

Lemma 4.4. E§, = Eg5.

Beweis. Sei diy das Differenzial, welches nach Ef, abbildet und dementsprechend
doyt das Differenzial welches hinaus abbildet. Weil die Abbildungen durch diy :
E3 | =0— E§yund dour : E§y — E?,, = 0 gegeben sind, sind beide Differenziale
trivial und somit ist

E(:))),O = ker dOUT/ im dIN = ESVO/O = E&O. (3)

Aus dem Beweis von Lemma wissen wir fir p < 0 oder ¢ # 0,1, dass £, = 0
fir alle r > 2. Auf der rten Seite gibt es ein Differenzial Ey ., — Ef, und eines
Ego — E”, 1. Weil —=r +1 < 0 und —r < 0, sind beide Gruppen Null, also beide
Differenziale die Nullabbildung. Somit erhalten wir Egh' = Ep,. Also ist fir r >
2, Ej o = Ej o und wir schlussfolgern EgG = Eg . O

Dieses Ergebnis lédsst sich wie folgt verallgemeinern:
Lemma 4.5. Fir alle p,q gilt E]‘j’vq = E}S

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma wissen wir, dass fiir p < 0 oder ¢ ¢ {0,1}
gilt £} =0 fir alle » > 2. Daher folgt fir p < 0 oder ¢ ¢ {0,1}, dass E} = E.

Angenommen, p > 0 und ¢ € {0,1}. Auf der r-ten Seite fir ein r > 3 kommt
das Differential, das in E] , eingeht, von EJ, . .., und das Differential, das aus £} ,
hinausgeht, fithrt zu £’

p—r,g+r—1-
Da r > 3 und ¢ < 1, folgt:

g—r+1<q¢q—-2<-1 = E;+r,q—r+1 =0.
Weiterhin gilt fir » > 3 und ¢ > 0:

q+r—-1>2q+2>22 = E_, . ..

Damit sind beide Differentiale gleich null, also: E’;’ng = E7 . Daher gilt fir alle
r>3,dass B} = EJ . O
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Wir wissen nun, wie sowohl die E»- als auch die E3-Seite aussehen, wobei die erste
in Bezug auf die Homologie von CP* und die zweite explizit dargestellt ist. Um die
Homologiegruppen von CP* zu berechnen, geniigt es, zu betrachten, wie die Fs3-Seite
aus der Fs-Seite hervorgegangen ist.

Nach Lemma konnen wir bereits schlussfolgern, dass Ho(CP>) = E3° =
Eg Y — 7. Das Berechnen der anderen Gruppen erfordert jedoch etwas mehr Arbeit.

Satz 4.6. Fir alle k > 1 gilt H,(CP*>) = H;_o(CP*).

Beweis. Da Differentiale immer 0 ergeben, wenn sie miteinander komponiert werden,
konnen wir fiir jedes k aus der Es-Seite den Kettenkomplex

Byt =0 B 5 BV 5 By Y =0

ableiten.

Falls £ > 1, dann gilt Eéf Y =0 und E;f ~21 = (. Somit sind die Homologiegruppen
des gegebenen Kettenkomplexes alle trivial. Nach Proposition 2.5 ist der gegebene
Kettenkomplex daher eine exakte Sequenz. Nach Proposition 2.3 folgt daraus E§ 0 o

EY ' Somit gilt fiir alle & > 1, dass

H,,(CP™) = H,,_,(CP>).

Korollar 4.7. Es gilt:

Z, falls n gerade,

H,(CP®) = {

0, falls n ungerade.

Beweis. Aus Lemmal[l.4folgt, dass Ho(CP*™) = Z, und es ist bekannt, dass H_; (CP>)
0. Nach Satz zeigt ein einfacher Induktionsbeweis, dass H,, (CP*) = Z fir alle ge-
raden n, und H,(CP>) = 0 fir alle ungeraden n. O

Also sieht E? wie folgt aus:

1 0

Z 0. 7Z 0. Z
e

o 1 2 3 4 5

0
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