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Zusammenfassung

Ein Fredholmoperator T ist ein Operator zwischen Hilbertraumen, fiir den
die Losungen des inhomogenen linearen Problems T = ¢ durch ,endlich vie-
le Daten” charakterisiert werden konnen, dhnlich wie im endlich-dimensionalen
Fall. Konkret bedeutet dies, dass der Kern ker(T) endlich-dimensional ist, d.h.
es existiert eine endliche Basis {¢@1,..., @n} fur ker(T). Ebenso ist der Kokern
coker(T) = Y/Im(T) endlich-dimensional, sodass es endlich viele lineare Funk-
tionale {S1,..., Si} auf Y gibt, welche der Bedingung ¢ € Im(T) gentigen, welche
dquivalent ist zu S1¢ = - -+ = Sxd = 0. Die Gleichung T = ¢ besitzt genau dann
eine Losung, wenn S1¢ = - - = S ¢ = 0. Falls eine Losung existiert, bildet die Lo-
sungsmenge eine endliche affine Untermenge, gegeben durch ¢o + (¢1,..., ¢n),
wobei @ eine spezielle Losung des inhomogenen Problems ist, d.h. Tgo = ¢. Der
Index von T ist definiert als ind(T) = dim(ker(T)) — dim(coker(T)) = n — k. Ein
entscheidender Aspekt des Index ist seine Invarianz gegeniiber kompakten St6-
rungen und seine Stetigkeit auf der offenen Menge der Fredholmoperatoren. Die
Zusammenhangskomponenten dieser Menge stehen in Bijektion mit dem Index.
Im endlich-dimensionalen Fall, wenn T : C™ — C™ eine lineare Abbildung ist, ist
T automatisch ein Fredholmoperator mit Index Null. Sei A € C, dann ist der Kern
von T — Al fiir fast alle A trivial und T — Al surjektiv, aufSer wenn A ein Eigenwert
von T ist. In diesem Fall erhoht sich die Dimension des Kerns (um die geometrische
Vielfachheit von A), wihrend die Dimension des Bildes geméf} dem Satz von Rang
und Kern (Rang-Nullitdtssatz) um denselben Betrag abnimmt, sodass der Index
erhalten bleibt. Im unendlich-dimensionalen Fall gilt der Satz von Rang und Kern
im Allgemeinen nicht, und es besteht im Normalfall kein einfacher Zusammen-
hang zwischen den Dimensionen von ker(T) und Im(T). Fiir Fredholmoperatoren
T:H — YmitIndex Ljedoch beschreibt L die Differenz zwischen den Dimensionen
des Kerns und des Kokerns. Wenn H = Y ist und T — Al fiir alle A Fredholm bleibt,
dann wird der Sprung in der Dimension des Kerns von T—AI, wenn A ein Eigenwert
ist, sowie die entsprechende Abnahme der Dimension des Bildes, durch den Index
L bestimmt. Fiir L = 0 gleichen sich diese Spriinge aus. Ist L > 0, so kann T — Al
nicht injektiv sein; falls T — Al surjektiv ist, betragt die Dimension des Kerns genau
L. Generell kann die Dimension des Kerns von L auf L + r (mit r > 0) anwachsen,
wobei die Dimension des Bildes um r abnimmt, um dies zu kompensieren. Dies
bedeutet, dass die Dimension des Kokerns ebenfalls um r zunimmt. Wenn L < 0
ist, kann T — Al nicht surjektiv sein, und eine analoge Analyse ergibt sich.
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1 Fredholmoperatoren und Fredholmindex

Ein Fredholmoperator ist ein beschrankter linearer Operator T : H — Y zwischen
separablen Hilbertraumen, der eine fundamentale Rolle in der Theorie der linearen
Operatoren spielt. Die wesentliche Eigenschaft eines Fredholmoperators ist, dass er
fast invertierbar” ist, was bedeutet, dass er sich wie ein Operator verhilt, der bis auf
endliche Storungen invertierbar ist. Konkret verlangt man von einem Fredholmoperator,
dass sowohl der Kern als auch der Kokern endlich-dimensional sind. Der Kern eines
Operators T, geschrieben als ker(T) = {¢ € H | T = 0}, ist der Raum der Elemente,
die auf Null abgebildet werden. Dass der Kern endlich-dimensional ist, bedeutet, dass
die Anzahl linear unabhéngiger Elemente in ker(T) endlich ist. Der Kokern ist definiert
als der Quotientenraum Y/Im(T), also der Raum der Elemente, die nicht im Bild des
Operators liegen. Wenn dieser Raum endlich-dimensional ist, bedeutet das, dass der
Operator ,,nahe” an einem surjektiven Operator liegt, dessen Bild den gesamten Raum
Y abdeckt. Der Index eines Fredholmoperators ist eine sehr wichtige Zahl, die seine
algebraischen Eigenschaften beschreibt. Er ist definiert als die Differenz zwischen der

Dimension des Kerns und der Dimension des Kokerns:
ind(T) = dim(ker(T)) — dim(coker(T)).

Dieser Index ist eine ganze Zahl, und was ihn besonders macht, ist seine Stabilitdt unter
kompakten Storungen. Das bedeutet, dass der Index eines Fredholmoperators unver-
dndert bleibt, wenn man den Operator um einen kompakten Operator erginzt, was
eine zentrale Eigenschaft in vielen Anwendungen der Theorie der Fredholmoperatoren
ist, wie etwa in der Theorie der elliptischen Differentialoperatoren. Diese Stabilitit ist
besonders niitzlich in Situationen, in denen man die invertierbaren Eigenschaften eines
Operators durch kleine oder endliche Stérungen nicht verlieren mochte. Der Index eines

Fredholmoperators fasst also die Abweichung von der Invertierbarkeit zusammen. Ein



Fredholmoperator mit Index Null ist fast invertierbar, wiahrend ein Operator mit nicht-
trivialem Index eine gewisse Abweichung davon aufweist, die jedoch kontrollierbar ist,
da der Kern und der Kokern endlich-dimensional sind.

Definition 1.1. Ein Operator T € B(J(,Y) ist Fredholmsch genau dann, wenn
1. dim(ker(T)) < oo,
2. dim(ker(T*)) < oo,
3. im(T) ist abgeschlossen in Y.

Die Menge der Fredholmoperatoren wird als 3B (H, Y) geschrieben.

Definition 1.2. Der Index eines Fredholmoperators T € FB(IH,Y) ist
ind(T) = dim(ker(T)) — dim(ker(T*)). (1)

Da ker(T*) = im(T)+ und im(T) fiir einen Fredholmoperator abgeschlossen ist, konnen wir

den Index auch umschreiben als

ind(T) = dim(ker(T)) — dim(Y/im(T))
= dim(ker(T)) — dim(coker(T)). (2)

Beispiel 1.3.

1. Sei 1 : H — H die Identitit auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum. Dann ist
1 Fredholmsch, denn dim(ker(1)) = 0 < oo, dim(ker(1*)) = dim(ker(1)) = 0 <
oo und im(1) = J ist abgeschlossen. Somit ist der Index ind(1) = dim(ker(1)) —
dim(coker(1)) =0—0=0.

2. Sei T = 1+ K, wobei 1 die Identitit und X ein kompakter Operator ist. T ist demnach
beschrinkt und linear, da 1 und K beschrinkte lineare Operatoren sind. Nach Korollar 3.5
ist T Fredholmsch. Es gilt ind(T) = dim(ker(T)) — dim(coker(T)) =0 — 0 = ind(1).

3. Sei S : 1?(N) — (?(N) der rechte Shift-Operator, definiert durch S(x)n = Xn41 fiir
n > 2 und S(x)n, = 0 fiir n = 1. Dann ist ker(S) = {0} also dim(ker(S)) < oo und
im(S) ={(xn)n>1 € 02(N) | x1 = 0}. Somit sehen wir, dass H/im(S) = ((d1m)n>1)c
und damit dim(3H/im(S)) = 1 < oo da {(dmn)n>1}m>1 eine Othonormalbasis fiir
?(N) definiert. Sei (xn){?] — (Xn)n>1 fiir k — oo eine Folge in im(S). Dann gilt

<(61n)n21)(xn)n21>22(1\]) - <(51n)n>1) (Xn)z>1>€2(N) =

Xy — (x1 )il £222 [xq — 0/ =[0— 0] =0,

also ist (Xn)n>1 € iM(S) und das Bild von S somit abgeschlossen. Der Index von S ist
also ind(S) = dim(ker(S)) — dim(coker(S)) =0—1 = —1.

4. Sei H = L%(R) der Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf R, und sei
m(x) =1+ H]j eine beschrinkte Funktion, da [[m|[[oo = sup, g m(x)| =1+1 =
2<oo0.Dam(x) =1+ 1+]7 > 1 fiir alle x € R, folgt m(x)~" < 1 und da alles strikt
positiv ist auch [m(x) "' < 1, also ist m(x)~" beschrinkt. Beachte, dass m(x) > 1 fiir

alle x € R, also ist m(x) iiberall von Null verschieden. Der Multiplikationsoperator My



ist definiert durch (M f)(x) = m(x)f(x) fiir f € L2(R). Wir mochten zeigen, dass der
Operator My, ein Fredholmoperator ist. Zundichst betrachten wir den Kern

ker(My,) = {f € L*(R) | m(x)f(x) = 0 fast iiberall auf R} . (3)

Dam(x) > 1> 0fiirallex € R, impliziert m(x)f(x) = 0, dass f(x) = 0 fast iiberall auf
R. Somit ist ker(M) = {0}, der Kern ist also trivial. Das Bild ist

Im(My,) = {g € L*(R) | 3f € L*(R) mit g(x) = m(x)f(x) fast iiberall} . (4)

Somit ist der Operator M, invertierbar mit der Umbkehrabbildung M g)(x) =
m(x)~1g(x), die ebenfalls beschrinkt ist. Da M, beschrinkt und invertierbar ist, ist
Im(My,) = L?(R) und der Quotientenraum L?(R)/Im(M) = {0}. Da sowohl der
Kern als auch das Koker endlichdimensional sind (Dimension Null), ist My, ein Fredhol-

moperator mit Index Null, da im(T) = L?(R) abgeschlossen ist.

2 Spektraltheorie kompakter Operatoren

Ein Hilbertraum heifdt separabel, wenn er eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt.
Wir betrachten separable komplexe Hilbertraume 7, Y unendlicher Dimension mit as-
soziierter Norm ||@||5c = (¢, (p}i fur ¢ € Hbzw. |¢lly = (@, (p),lg fiir ¢ € Y. Fiir einen
linearen Operator T : H — Y ist dessen Operatornorm wie folgt definiert:

17l = sup (61— sup [Tl 6
o70 ®@llac =1

Der Operator T heif3t beschrankt, falls || T|| < co. Die Menge aller beschrankten linearen
Hilbertraumoperatoren H — Y wird mit B(H,Y) bezeichnet. Fiir H = Y schreibt man
auch B(H). Fur B(H)ist*x: H — H,A— A*...

(1) eine Involution, d.h. (T*)* =T,

(2) antimultiplikativ (TS)* = T*S*,

(3) antilinear (AT + uS)* = AT* + uS*,

(4) fur die Operatornorm gilt || TS|| < ||T||||S|| und

(5) B(H) ist eine C*-algebra, d.h. | T||? = ||T*T|.
Als Hilbertraum ist B(JH) vollstindig und die Adjunktion ist eine Isometrie || T*|| = ||T]|.

Definition 2.1. Der Einheitsball in 3 ist die Menge Bs¢ :={¢@ € H | ||@]|5c < T}

Proposition 2.2. By ist kompakt genau dann, wenn 3 endliche Dimension hat.

Beweis. Sei 3 ein endlichdimensionaler Hilbertraum. Damit ist 7{ = C'Bs! fiir eine
insbesondere endliche Basis Bg¢. Dann gilt fiir alle ¢ € By, dass ||@]|s¢ < 1 nach
Definition des Einheitsballs. Da B¢ abgeschlossen und beschrankt ist, ist diese Menge
auch kompakt, nach Heine-Borel.

Sei H unendlichdimensional und separabel. Dann hat J eine Basis By mit abz.

vielen Elementen. Wir betrachten ein abzidhlbares Orthonormalsystem B?H = {bnln>1.



Dann ist ||bn|[s¢ = 1 und by, € By fiir alle n > 1. Aufgrund der Orthonormalitit gilt
b — buml|lsc = V2 fiir alle n # m und by, by, € Bﬁﬂ. Also ist keine Teilfolge von
(bn)n>1 Cauchy. Somit ist (by,)n>1 eine Folge ohne konvergente Teilfolge, aber in By
enthalten. Damit ist Bg¢ nicht kompakt. O

Wir erinnern an die Klasse der kompakten Operatoren. Sie werden definiert als
beschrankte lineare Operatoren, welche Bg¢ auf eine prakompakte Menge abbilden.

Eine Menge heifst prakompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

Definition 2.3. Ein Operator K € B(H,Y) heifit kompakt genau dann, wenn das Bild des
Einheitsballs K(Bg¢) prikompakt ist, also einen kompakten Abschluss besitzt. Die Menge aller
kompakten Operatoren von H nach Y wird als K(J,Y) geschrieben. Fiir H =Y schreiben wir
K(FH) = K(H, H).

Anmerkung 2.4. Es gilt X(JH,Y) C B(H,Y).

Anmerkung 2.5. Zur kurzen Erinnerung: Jede beschrinkte Folge in einem kompakten metri-
schen Raum besitzt eine konvergente Teilfolge.

Proposition 2.6. K € B(H,Y) ist kompakt genau dann, wenn fiir jede beschrinkte Folge
(@n)n>1 in I die Folge (K@n )n>1 in 'Y eine konvergente Teilfolge hat.

Beweis. Sei K € B(J,Y) ein beschrankter Operator.

Angenommen, K ist kompakt. Das bedeutet, dass K eine beschrankte Menge in H
auf eine prakompakte Menge in Y abbildet. Sei (@n)n>1 eine beschrankte Folge in J{.
Da K kompakt ist, ist {K@y | n > 1} enthalten in einer prakompakten Menge K’ C Y.
Nach Definition der Prakompaktheit besitzt (K¢, ) >1 eine konvergente Teilfolge in K.

Angenommen, fiir jede beschrinkte Folge (¢n)n>1 in H besitzt (K@n)n>1 eine
konvergente Teilfolge in Y. Sei B C { eine beschrankte Menge. Dann kénnen wir eine
Folge (¢n)n>1 C B wihlen, die eine konvergente Teilfolge (K¢gn, )i>1 in Y hat. Also
ist (Kgpn, )k>1 eine konvergente Teilfolge der Folge (K@ )n>1. Dies zeigt, dass K(B)
prakompakt ist, also ist K kompakt. O

Satz 2.7. Fiir K € K(H,Y),A € B(Y,Z) und B € B(Z,H), wobei Z ein anderer separabler
Hilbertraum ist, sind die Kompositionen AK € B(H, Z) und KB € B(Z,Y) kompakt. Weiterhin
ist der adjungierte Operator K* € B(Y, H) kompakt.

Beweis. SeiK € X (3, Y) ein kompakter Operator und H und Y separable Hilbertraume.
Sei (@n)n>1 eine beschrankte Folge in H. Da K kompakt ist, besitzt (K¢ )n>1 eine in

k—o0

Y konvergente Teilfolge, sagen wir (K@n, Ji>1, mit Ko, —— ¢ € Y. Da A € B(Y,2)
beschrankt und damit stetig ist, folgt, dass AK@, Koo, Ad € Z. Somit hat die Folge
(AK@n)n>1 eine konvergente Teilfolge, und damit ist AK kompakt.

Sei (@n )n>1einebeschrinkte Folgein 2. Da B € B(Z,Y) beschranktist, ist (B@n)n>1
eine beschréankte Folge in Y. Da K kompakt ist, besitzt (KB@n)n>1 eine konvergente

Teilfolge in Y. Somit ist KB kompakt.



Betrachte eine beschrankte Folge (¢n)n>1 C Y, mit ||on—@m|ly < Mfilirallen, m €
N. Da K* beschrinkt ist hat (KK* @ )n>1 C Y eine konvergente Teilfolge (KK* @, Jn>1.
Es gilt nun mittels Skalarprodukt

IK*@n, — K*on, 15 = (KK*(@n, — @ny)y Oy — Ony) (6)
< KK (@nye — @n)lly - @n, — @nilly (7)
< M[KK*(@n, — @n,)lly — 0. (8)

Alsoist (K*@n, )ken eine Cauchy-Folge in einem Hilbertraum und aufgrund von dessen
Vollstandigkeit auch konvergent. Also hat (K*@n)n>1 eine konvergente Teilfolge fiir
jede beschréankte Folge (¢n)n>1 C Y, weshalb K* kompakt ist. O

Proposition 2.8. Sei A eine C*-Algebra und 1 ein zweiseitiges x-Ideal in A. Der Quotient A/1
ist definiert als die Menge der Aquivalenzklassen {[a] | [a] = a + I} fiir a € A, mit

[a] +[b] =[a+bl, [a]-[b] =[abl, [a]*=[a"], (9)

und der Norm ||[a]|| = inf{||a +i|| | 1 € I}. Mit dieser Norm wird A/1 zu einer C*-Algebra.

Hier ist es wichtig, dass das Ideal I abgeschlossen ist, damit der Quotient vollstindig

wird.
Beweis. Einfaches nachrechnen. O

Satz 2.9. Die Menge K(J) ist ein abgeschlossenes beidseitiges x-Ideal in B(JH). Sei v : K(H) —
B(H) die Einbettung. Dann ist der Quotient Q(H) = B(H)/K(FH) eine C*-algebra, auch
genannt die Calkin-Algebra. Zusammen mit K(H) und B(H) bildet diese eine kurze exakte
Sequenz von C*-algebren

0 — K(H) 5 B(H) S Q(H) — 0, (10)

welche auch Calkin exakte Sequenz genannt wird. Die Projektion m auf den Quotienten Q(3)
heif$t Calkin-Projektion.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass fiir alle T € () und S € B(J() sowohl ST als auch
TS in K(J) liegen. Zuerst betrachten wir das Produkt ST.

Sei B C H eine beschrankte Menge. Da T kompakt ist, ist das Bild T(B) kompakt,
da kompakte Operatoren beschrankte Mengen auf Mengen mit kompaktem Abschluss
abbilden. Da S ein beschrankter Operator ist, ist S(T(B)) ebenfalls beschrankt. Da T(B)
kompakt ist, bleibt S(T(B)) kompakt, weil das Bild unter einem beschrankten Operator
von einer kompakten Menge kompakt bleibt. Folglich ist ST € K(J().

Nun betrachten wir das Produkt TS. Da S beschridnkt ist, ist S(B) ebenfalls be-
schrankt. Da T kompakt ist, ist T(S(B)) kompakt. Folglich ist TS € X (). Also ist X ()
ein Ideal in B(H).



Da wir in Satz 2.7 bereits gezeigt haben, dass auch T*,$* € K(H), konnen wir ein
analoges Argument verwenden um zu zeigen, dass auch T*S*,S*T* € X(H). Also ist
K(H) ein x-Ideal in B(H).

Die Menge X(J() ist abgeschlossen in der normierten Struktur von B(H), da je-
der konvergente Folge von kompakten Operatoren gegen einen kompakten Operator
konvergiert.*

Wir definieren die Einbettung t : K(H) — B(H) durch (T) =T fir T € K(H). Da
t eine Inklusion ist, ist sie injektiv. Die Menge Q(J{) wird als der Quotient B(H)/K(H)
definiert. Zwei Operatoren T, S € B(JH) sind dquivalent modulo K(H), wenn T — S €
K(3). Die Menge Q(J) ist mit den Operationen der Addition und Skalarmultiplikation,

sowie der Multiplikation der Aquivalenzklassen und der *-Operation ausgestattet:
[T+ [S] =[T+S], A[Tl=IAT], [TI[S]=I[TS], [T]*=I[T"].

Diese Operationen sind wohldefiniert und erfiillen die C*-Algebra-Axiome.
Wir haben eine kurze Sequenz von C*-Algebren:

0 — K(H) S B(H) S Q(KH) — 0.

Hier ist 7t die Projektion auf den Quotienten Q(J(), und diese Sequenz ist genau dann
exakt, wenn das Bild von t gleich dem Kern von 7 ist. Es gilt ker(71) = K(H) = «(K(F)).
O

Satz 2.10 (Satz von Riesz-Schauder). Fiir K € X(J) definieren wir T = 1 — K. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

1. Es gibt einmn > 1, so dass ker(T*) = ker(T™) fiir alle k > n.

2. im(T) = T(K) ist ein abgeschlossener Unterraum.

3. dim(ker(T)) = dim(ker(T*)) < oo.

Beweis. Nachzulesen in [6, Satz VI.2.1, Lemma VI.2.2]. O

Definition 2.11. Das Spektrum spec(T) eines beschrinkten linearen Operators besteht aus
allen Punkten A € C fiir die \1 — T nicht invertierbar ist. Das Punktspektrum spec,, (T) von T
besteht aus allen Eigenwerten von T, ndmlich die A € C, fiir die ker(A1 —T) # {0}.

Satz 2.12 (Rieszsche Spektraltheorie kompakter Operatoren). Das Spektrum spec(K) von
jedem kompakten Operator K € K(J) ist eine abzihlbare Menge {A; | j > 1} U {0}, wobei alle
Aj # 0 Eigenwerte mit endlicher Multiplizitit sind, welche als einzigen Hiufungspunkt die O

*Sei (Kn)nz>1 C K(H) eine konvergente Folge kompakter Operatoren in der Operatornorm, d.h., es
existiert ein T € B(H), sodass ||[K, —T|| = 0 fir n — oo. Zu zeigen ist, dass T € K(H). Sei (xn)n>1
eine beschrinkte Folge in 3, d.h. es existiert ein C > 0, sodass ||xn| < C fiir alle n € N. Da jeder K,
kompakt ist, existiert fiir jede Folge (xn )n>1 eine Teilfolge (xr, )x>1, sodass Ky (xn, Jk>1 eine konvergente
Teilfolge in 3 bildet. Wir miissen nun zeigen, dass T(xn)n>1 ebenfalls eine konvergente Teilfolge besitzt.
Weil ||K,, — T|| — 0, folgt fiir jede beschrankte Folge (xi)i>1, dass [|[Kn(Xk)k>1 — Tk )is1(l5c < |[Kn —
Tk )kz1llse = 0 fiir n — oco. Da Ky (xy, J1>1 eine konvergente Teilfolge ist und T(xx)x>1 nahe bei
Kn (k)1 liegt, folgt, dass auch T(xy)x>1 eine konvergente Teilfolge besitzt. Somit ist T kompakt. Also ist
T € K(H), und daher ist K(H) abgeschlossen in B ().



haben. Weiterhin kann O ein Eigenwert von endlicher oder unendlicher Multiplizitit sein. Ist 0

ein Eigenwert von endlicher Multiplizitit, so ist 0 ein Hiufungspunkt der Folge (A;j)j>1.

Beweis. Nachzulesen in [6, V].2.5] O

3 Eigenschaften beschriankter Fremdholmoperatoren

Satz 3.1. Fiir T € B(H,Y) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1.

2.
3.

T ist ein Fredholmoperator,
dim(ker(T)) < oo und dim(Y/im(T)) < oo,
es gibt ein eindeutiges Tg € B(Y, H) mit

ker(T}) = ker(T*), ker(TJ*) = ker(T), (11)
so dass Tg T und TTg orthogonale Projektionen auf ker(T)* und ker(T*)* sind und
dim(im(1 — TgT)) < oo, dim(im(1— TTS)) < oo. (12)

Es gibt einen Operator TT € B(Y, K) fiir T, welcher die Bedingung TTT —1 € K(Y) und
TIT — 1 € K(K) erfiillt. Dieser heifst im Folgenden Pseudoinverses.

Beweis.
¢ 1 = 2:Da T Fredholmsch ist, folgt aus der Definition dim(ker(T)) < co. Danach

[3, Lemma 2.23] gilt ker(T*) = im(T)+, ist dim(ker(T*)) = dim(im(T)+) < oo und
im(T)* ist abgeschlossen [3, Lemma 2.4]. Es gilt Y = im(T) @ im(T)* aufgrund
des abgeschlossenen Bilds von T. Weiterhin kann jedes ¢ € Y eindeutig als ¢ =
(T) + (T)L geschrieben werden, wobei cT) € im(T) und c/i\)L € im(T)* ist. Da im(T)
abgeschlosser Unterraum eines Hilbertraums ist, ist dieser selbst ein Hilbertraum
[6, Satz 4.7]. Selbiges gilt fiir dessen orthogonales Komplement im(T)~+. Damit
konnen wir den Hilbertraumquotienten Y/ im(T) bilden. Definiere die Abbildung
@ :Y/im(T) — im(T)* durch @ ([¢]) = dA)J-, wobei dA)J- der orthogonale Anteil von
¢ ist. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da, wenn ¢ ~ ¢z, &1 — $2 € im(T) gilt,
also die orthogonalen Komponenten gleich sind. @ ist injektiv, da aus ®([¢]) =0
folgt, dass (/1\)L = 0 ist, also ¢ € im(T), was [p] = [0] impliziert. Surjektivitat
folgt, da fiir jedes (T)L € im(T)* gilt, dass d)([c/l\)L]) = (/1\)L ist. Daher ist @ ein
Isomorphismus (die Linearitdt der Abbildung ergibt sich aus der Definition), und
es folgt, dass Y/im(T) = im(T)* gilt. Also haben wir dim(Y/im(T)) < oo.

2 = 1: Da ker(T*) = im(T)", bleibt es zu zeigen, dass dim(Y/im(T))) < oo
impliziert, dass im(T) abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir die Einschrankung
T = Tler(T)~ ker(T)t — Y. Diese ist stetig, injektiv und hat Bild imﬁ) =
im(T). Es geniigt also, die Aussage fiir eine injektive Abbildung mit endlich-
dimensionalem Kokern zu zeigen, welche wir ebenfalls mit T bezeichnen. Sei

{P1,..., PN} eine Basis von Y/im(T). Dann kénnen wir eine lineare Abbildung



T:CN @ H — Ydurch

N
Ty A W) = Y Andn + T (13)

n=1

definieren. Diese Abbildung ist bijektiv und stetig. Also impliziert der Satz vom
stetigen Inversen,? dass auch T~ stetig ist. Da 0 H C CN @ H abgeschlossen ist,
weil H abgeschlossen ist, folgt auch, dass dessen Urbild unter einer stetigen Abbil-
dung abgeschlossen ist. Also ist im(T) = '?(O, H) = ('?*1 )10, H) abgeschlossen.
* 1 = 3:Da Tl )L : ker(T)t — im(T) nach Annahme eine bijektive stetige
lineare Abbildung zwischen Hilbertraumen ist, also insbesondere Banachraumen,
impliziert der Satz vom stetigen Inversen [3, Korollar 3.24] die Existenz einer
stetigen Inversen Abbildung Tg :im(T) — ker(T)+ (Tg kann verstanden werden
als die Einschrankungs T*|iy(1)). Diese Abbildung kann auf ganz Y fortgesetzt
werden, indem wir Tgll) = 0 fiir Y € im(T)* setzen. Dann ergibt sich (TTg)2 =
TTg und (TT(]; ) = Tg*T* = TTg (dies sieht man, da die TT(]; lim(T) = 1im(T) und
Tg-”ker(T)L = Ayer(T)L, Wahrend TTinm(T)L =0 und Tg|im(T)LT =0), also

TT(;r ist orthogonale Projektion in Y auf im(T) =im(T) = ker(T*)*,
TgT ist orthogonale Projektion in H auf ker(T)* = im(T*).

Die Eindeutigkeit der linearen Abbildung folgt sofort. Es gilt ker(Tg) =im(T)+ =
ker(T*) und somit auch ker(Tg*) = im(T*)* = ker(T). Die Operatoren 1 — TTg
und 1T — T(;rT wirken auf im(T)+ = ker(T*) bzw. ker(T)*+ = ker(T), welche
endlichdimensional sind, da T Fredholmsch ist. Also sind deren Bilder auch end-
lichdimensional.

* 3 = 4: Dasfolgt sofort aus der Tatsache, dass jeder beschrankte lineare Operator
mit endlich-dimensionalem Bild kompakt ist — unter Verwendung von Heine-
Borel - da die Bilder Teilmengen von abgeschlossenen und beschrankten Mengen
in einem endlichdimensionalen C-Vektorraum sind.

* 4 = 1: Wir nehmen an, dass ({n)n>1 eine unendliche Orthonormalbasis

von ker(T) ist. Diese Vektoren sind alle Eigenvektoren des kompakten Operators
K = T'T — 1 zum Eigenwert —1. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 2.12. Damit ist
dim(ker(T)) < co.
Fiir ker(T*) konnen wir auf dieselbe Art und Weise argumentieren, indem wir den
kompakten Operator K= (TTT —1)* verwenden. Also ist auch dim(ker(T*)) < oo.
Es bleibt zu zeigen, dass im(T) abgeschlossen ist. Sei K = TTT — 1 und L € K (H)
mit endlich dimensionalem Bild, so dass

1
K= Llsc < 5. (14

*Dieser impliziert, dass fiir zwei Hilbertraume 3,Y und T € B(I(,Y) bijektiv, die Umkehrabbildung
T~ € B(Y, H) ebenfalls beschrinkt ist [3, Korollar 3.24].



Dann gilt fiir alle ¢ € ker(L):

ITHITdllse > ITITdllse = 12 + K)b]lac
= [|d + Kd||5¢
> ([ dllc — K |l3¢
= [[Pllsc — (K= L+ L)]lac
> [[dllsc — (1K = Dlls¢ + L] 3¢)
= ||$llsc — [I(K = L)p]|3c — 0

1
> || bllac — EH‘PHQ{

1
= 5 0llsc (15)

Also gilt || |lgc < 2||TT||[|Td||s¢ fiir alle ¢ € ker(L). Falls nun (Ty )n>1 eine Folge
ist, mit ¢, € ker(L) und ¢ = limn_,c TP, dann gilt

[bn — Pmllzc < 2T 5| Tdn — Tdmlae "% 0. (16)

Alsoist (¢pn )n>1 eine Cauchy-Folge und hat Grenzwert ¢ = lim,_,o ¢, € ker(L),

wobei wir verwendet haben, dass ker(L) = ker(L) abgeschlossen ist, da der Kern
eines jeden stetigen linearen Operators abgeschlossen ist.3 Aufgrund der Stetigkeit
von T folgt auch{p = T € T(ker(L)). Andererseits

T(ker(L)*) = T(im(L*)), (17)

wobei im(L*)4 endliche Dimension hat und somit abgeschlossen ist. Also ist auch
T(ker(L)*) endlichdimensional. Damit ist im(T) = T(ker(L)) + T(ker(L)*) abge-
schlossen als Summe abgeschlossener Unterrdume.

(]

Anmerkung 3.2. Fiir die Definition eines Fredholmoperators reicht es nicht zu fordern, dass
die Dimension des Kerns und Kokerns endlich sein soll. Wir kénnen die Bedingung nicht fallen
lassen, dass der Operator ein abgeschlossenes Bild haben soll, wie Satz 3.1.2 filschlicherweise
suggeriert. Betrachten wir dazu den selbstadjungierten Operator T : 0?2(N) — 3(N), Tx =
%(xn)n%. Es gilt ker(T) = ker(T*) = {0} und dim(ker(T)) = dim(ker(T*)) < oco. Wir
zeigen, dass T kompakt ist. Betrachte

BZZ(N) =4XE EZ(N)

00 3
x> = ( 5 w) b,
n=1

sker(T) = T-'({0}) und {0} C Y ist eine abgeschlossene Menge. Demnach ist das Urbild einer abge-
schlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung abgeschlossen, also ist ker(T) abgeschlossen.

4Seiim(L) = span.{@1,..., @.}. Fiir jedes ¢* € im(L*) gilt dann ¢* = ZE:1 on @, wobei @ (o) =
Snm. Also wirkt der adjungierte Operator als L*@* = Y N_, o, L*@%. Damit ergibt sich fiir das Bild
im(L*) = span.{L*¢7,...,L* @} }.
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die Einheitskugel in ¢*(N). Dann ist fiir x € By2 () die Norm || Tx[|2 = (37 Lxnl?)2 <

n=1n2

(> o xnl?)2 < 1 < oo beschrinkt. Also ist das Bild prikompakt und T somit kompakt.
Betrachte die Folge y = (%)n%. Angenommen es gibe ein x € {?(N), so dass Tx =y, dann

1
miisste gelten 1x,, = 1 alsoxn =1 fiir allen > 1. Dies fiihrt zu ||x|2 = (¥ 51 1)2 = oo,

also wire x ¢ *(N) und damit ist y ¢ im(T). Betrachte die Folge y = %(xnk)k%, wobei
Xne = X(1,..., 1 ({K}). Dann ist x € C(N) da [[x]|> = 35y il? = Y1 xil? < oo fiir alle
N € N. Insbesondere § € im(T). Auflerdem gilt ||y — 3|2 ——— Oalso§ — y. Also ist im(T)

nicht abgeschlossen.

Als Konsequenzen ergeben sich folgende beiden Korollare:

Korollar 3.3.

1.
2.
3.
4.

Fiir T € FB(H,Y), T' € FB(Z,H), istauch TT' € FB(Z,Y).

Falls T € FB(H,Y), dann ist T* € FB(Y, H) und ind(T*) = —ind(T).

Falls A € B(H,Y) invertierbar ist, dann ist A € FB(H,Y) und ind(A) = 0.

Fiir T € FB(H,Y) und invertierbare Operatoren A € B(Y,Z) und B € B(Z,H),
erhalten wir fiir die Indizes ind(AT) = ind(TB) = ind(T).

Fiir T € FB(H,Y) gilt

ind(T) = dim(ker(T*T)) — dim(ker(TT*)) (18)
= dim/(ker(T)) — dim(ker(T*)). (19)

Diese Gleichheit ergibt sich aus | To||? = (Te,T@)sc = (@, T*T@)gc = 0, dann ist
¢ € ker(T) aufgrund der Norm.

FiirT € FB(H,Y) und T' € FB(Z,2') erhalten wir T®OT' € FB(H D Z,Y D Z') und
ind(T@ T’) =ind(T) +ind(T’).

Wir wollen zeigen, dass fiir zwei Fredholm-Operatoren T : H — Yund S :' Y — 2
der zusammengesetzte Operator ST ebenfalls Fredholm ist und der Index additiv ist:
ind(ST) = ind(S) + ind(T). Es gilt fiir den Kern

ker(ST) ={x € X | STx = 0} = T~ (ker(S)). (20)

Da ker(S) endlich-dimensional ist (weil S Fredholm ist) und T ein beschrinkter Operator
ist, ist T (ker(S)) ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Es gilt die exakte Sequenz:

0 — ker(T) — ker(ST) — ker(S) — 0. (21)

Daraus folgt dim(ker(ST)) = dim(ker T) 4 dim(ker(S)). Betrachte das Bild im(ST) =
S(imT). Da im T ein abgeschlossener Unterraum von Y ist (weil T Fredholm ist) und
S ein Fredholm-Operator ist, ist das Bild im(ST) ein abgeschlossener Unterraum von Z.

Zudem haben wir die exakte Sequenz:

0 — im(T) 3, im(ST) — coker(S) — 0. (22)

11



Daraus folgt, dass das Kokern von ST endlich-dimensional ist und:

dim(coker(ST)) = dim(coker(T)) + dim(coker(S)). (23)

ind(ST) = dim(ker(ST)) — dim(coker(ST))
= [dim(ker T) 4+ dim(ker(S))] — [dim(coker(T)) + dim(coker(S))]
= [dim(ker T) — dim(coker(T))] + [dim(ker(S)) — dim(coker(S))]
= Index(T) + Index(S). (24)

Anmerkung 3.4. Um das vorherige Korollar kurz zu erkliren, hier meine Bemerkungen:

1. Esgiltker(TT’) C ker(T’) und ker((TT')*) = ker(T"*T*) C ker(T*). Da T’ Fredholm
ist, gilt auch dim(ker(TT’)) < oo und dim(ker((TT’)*) < oo. Die Abgeschlossenheit
des Bilds folgt trivial.

2. Da ker(T**) = ker(T) folgt die Aussage sofort.

3. Ist A invertierbar, so ist ker(A) = {0}, also dim(ker(A)) < oco. AufSerdem istim(A) =Y
und somit coker(A) = {0} und damit dim(coker(A)) < oo. Es gilt damit ind(A) =
0—-0=0.

4. Fiir AT gilt ker(AT) = {x € H | ATx =0} = {x € H | Tx = 0} = ker(T), also
dim(ker(AT)) = dim(ker(T)). Da A invertierbar ist, induziert A einen Isomorphismus
von im(T) auf im(AT) und somit ist coker(AT) = coker(T), was dim(coker(AT)) =
dim(coker(T)) impliziert. Daraus folgt ind(AT) = dim(ker(AT))—dim(coker(AT)) =
dim(ker(T)) — dim(coker(T)) = ind(T). Fiir TB gilt analog ker(TB) = ker(T) und
coker(TB) = coker(T), also dim(ker(TB)) = dim(ker(T)) und dim(coker(TB)) =
dim(coker(T)). Daraus folgt ind(TB) = dim(ker(TB)) — dim(coker(TB)) = ind(T).
Somit ist ind(AT) = ind(TB) = ind(T).

5. Hier ist nichts zu zeigen.

6. Es ist ker(T @ T') = ker(T) @ ker(T’), also dim(ker(T & T’)) = dim(ker(T)) +
dim(ker(T’)). Zudem ist im(T @& T') = im(T) @ im(T’), und da die Bilder von T und
T’ abgeschlossen sind, ist auch im(T @ T') abgeschlossen. Der Kokern ist coker(T @
T)= Yo Z)/im(ToT’) = coker(T) @ coker(T’), also dim(coker(T & T')) =
dim(coker(T)) + dim(coker(T’)). Somit folgt

ind(T®T’) =dim(ker(T®T’)) — dim(coker(T ® T'))
= [dim(ker(T)) + dim(ker(T’))] — [dim(coker(T)) + dim(coker(T’))]
= ind(T) + ind(T"). (25)

Korollar 3.5. Falls T € B(H,Y) ein Fredholmoperator ist und X € K(H,Y) kompakt, dann
ist T + K auch ein Fredholmoperator.

Beweis. Sei TT das Pseudoinverse von T. Dannist TTT —1 € K(Y) und TTT —1 € K(H).
Aber dann gilt fiir (T+K)TT—1 = TTT+KTT—1 € K(Y)und THT+K)—1 = TIT+TTK—1 ¢
K(3H). Also ist TT auch Pseudoinverses von T + K und letzterer Operator nach Satz 3.1.4

12



Fredholmsch. O

Satz 3.6. Ein Operator T € B(H) ist Fredholmsch genau dann, wenn das Bild t(T) von T in
der Calkin-Algebra invertierbar ist.

Beweis. Sei T ein Fredholmoperator. Nach Satz 3.1.4 gibt es einen Operator TT € B(H),
sodass T'T—1,TTT —1 € K(3). Da 7 als kanonische Surjektion ein Algebrahomomor-
phismus ist und 7t(K) = [0] fiir alle K € K(FH), gilt

0] = 7(TT" —1) = m(T)r(TT) — 7(1) = n(T)m(TT) — [a], (26)
(0] = n(TH7(T) = 7(1) = n(TH(T) — [al. (27)
Also ist 7t(T) invertierbar mit Inverser 7t(TT).

Andererseits ist 7 eine Surjektion. Sei [T] = 7(T) € Q(H) invertierbar mit Inverser
[TT], so dass

[TITT] — [a] = (0] = [TT][T] — [a]. (28)

Da 7t surjektiv ist, gibt es ein Tt € B(H), so dass 7t(TT) = [TT]. Weil 7 auch ein Homo-
morphismus ist, folgt daraus

(TTN —1) = w(TIT —1) = [0]. (29)

Folglichist TTT —1, TTT —1 € X(3() und T ist ein Fredholmoperator nach Satz 3.1.4. [

Wir fithren nun ein erstes Kriterium ein, mit dem wir entscheiden konnen, ob ein
gegebener Operator Fredholmsch ist oder nicht. Es gibt insgesamt zwei weit verbreitete
Kriterien um dies zu priifen, das zweite Kriterium ist in [1, Theorem 3.4.1] nachzulesen.

Proposition 3.7. Sei T € B(JH,Y) ein beschrinkter linearer Operator. Falls es kompakte lineare
Operatoren K € K(JH,Z) gibt und eine Konstante ¢ > 0, wobei Z ein weiterer separabler
Hilbertraum ist, so dass die folgende Bedingung

[dllac < clITdlly + [Kllz) (30)

fiir alle € I erfiillt ist, dann ist im(T) abgeschlossen und T hat endlichdimensionalen Kern.

Beweis. Sei (¢n)n>1 eine beschrankte Folge in J(, sodass T, konvergentistin Y, es soll
also ein ) € Y geben, mit lim, o Tdn = . Weil K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
(Gn)x>1, so dass Kdn, konvergent ist. Dann ist (K$n, Jx>1 eine Cauchy-Folge und
limy 00 Thn, =1, alsoist auch (T, )k>1 eine Cauchy-Folge. Deshalb gibt es fiir alle
€ >0ein N € N, so dass

€
max([[Ton, —Thn,, [y, [Kdn, —Kon, [lz) < 5 (31)
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tiir alle k, m > N. Daraus folgt

[dny, — Onpllac < cll|Thn, — Ton, lly + [Kn, —Kdn,,llz) <e (32)

firallek, m > N. Alsoist (¢, )ik >1 eine Cauchy-Folge in einem Hilbertraum und somit
konvergent.

Wir nehmen an, dass dim(ker(T)) unendlichdimensional ist und {¢, | 1 > 1} eine
Orthonormalbasis des Kerns von T ist. Dann ist (¢ )n>1 eine beschrankte Folge in I,
so dass T¢r konstant 0 ist und damit ebenfalls konvergent. Dies ist ein Widerspruch,
da (¢n)n>1 keine konvergente Teilfolge besitzt. Also ist dim(ker(T)) < oo.

Ferner gibt es eine Konstante ¢y > 0, so dass |[W]|sc < ¢ Ty fiir allep € ker(T)+,
denn sonst gébe es eine Folge (n)k>1 in ker(T)+ mit |[{n |5 = 1 fiir allen > 1 und
[TYn|ly < Lfirallen > 1.Da (T )n>1 konvergentist, gibt es nach obigem Argument
nach ﬂbergang zu einer Teilfolge einen Grenzwert zu ebd. Teilfolge 1V € ker(T)+ mit
|[W]|5¢c = 1. Dies ist ein Widerspruch, da T = limy_, Ttpn, = 0.

Zuletzt sei (0 )n>1 eine Folge in im(T), die zu einem 6 € Y konvergiert. Dann
gibt es ein ¢y, € ker(T)* mit Td, = 0,,. Nach dem vorherigen Argument erhalten wir
|bn—bmll3c < c1]|0n—0m ]3¢, und somitist (¢ )n>1 eine Cauchy-Folge und kovergiert
zu einem ¢. Folglich ist T = 0 und 0 € im(T). Also ist im(T) abgeschlossen. O

4 Beispiel eines Toeplitzoperators

Wir betrachten den Hardy-Raum H?2(T), welcher ein Hilbertraum ist, auf dem Ein-
heitskreis T C C, der aus den Funktionen g € L2(T) besteht, deren negative Fourier-
Koeffizienten verschwinden. Genauer gesagt ist

H?(T) = {g € L*(T) ' g(z) =) g(k)z*, ze T} :
k=0

wobei g(k) der k-te Fourier-Koeffizient von g ist. Die orthogonale Projektion von L2(T)
auf H?(T) bezeichnen wir mit P. Wir definieren den Toeplitz-Operator T¢,_ auf H2(T)
als i (z) = z™, wobei m € Z. Der Operator T¢, wirkt auf g € H2(T) durch Te, (g) =
P(fm-g) = P(z™g). Das heifst, wir multiplizieren g mit z™ und projizieren das Ergebnis
auf H2(T), indem wir die negativen Fourier-Koeffizienten entfernen. Da fi,(z) = z™
keine Nullstellen auf dem Einheitskreis T besitzt (weil |z| = 1 und z™ # O fiirallez € T),
ist f, invertierbar auf T. Somit gehort f,, zu C(T) \ {0}, den stetigen Funktionen ohne
Nullstellen auf T. Ty, ist also ein Fredholm-Operator.

4.1 Kernvon T

Sei g € ker(T¢, ), dann gilt T¢_(g) = P(z™g) = 0. Das bedeutet, dass z™g € HZ2 (T),
wobei HZ (T) der orthogonale Komplement von H?2(T) in L?(T) ist und aus Funktionen
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mit ausschliefilich negativen Fourier-Koeffizienten besteht:

—1
H2(T) = {he L*(T) ‘ hz)= ) ﬁ(k)zk}.

k=—o0

Da g € H%(T) nur nichtnegative Fourier-Koeffizienten hat, fiihrt die Multiplikation
mit z™ (eine Verschiebung der Koeffizienten um m) dazu, dass z™g nur negative
Koeffizienten hat, wenn g = 0 ist. Folglich ist der Kern trivial ker(T¢, ) = {0}, also
dim(ker(T¢, )) = 0.

4.2 Kokern von T;

Der Kokern ist der Quotient Koker(T¢, ) = H2(T)/ im(T¢, ). Um seine Dimension zu
bestimmen, betrachten wir den adjungierten Operator Ty . Fiir Toeplitz-Operatoren
gilt T = Te— also Tf = Tm = T,-m. Es gilt (T¢,,) = ker(Tf ). Sei h € ker(Tf ),
dann ist T, m(h) = P(z=™h) = 0. Das bedeutet, dass z~™h € HZ (T). Da h € H3(T),
hat h eine Fourier-Reihe mit Koeffizienten ﬁ(k) fir k > 0. Die Multiplikation mit z=™
verschiebt diese Koeffizienten um —m, sodass die nichtverschwindenden Koeffizienten
nur fur k =0,1,...,m — 1 auftreten. Also ist dim(ker(T]i‘m)) =m fiir m > 0. Folglich
ist dim(Koker(T¢, )) = m.

4.3 Abgeschlossenheit des Bildes

Da T¢,, ein beschrankter linearer Operator zwischen Hilbertraumen mit endlichdimen-
sionalem Kern und Kokern ist, und weil f,;, keine Nullstellen auf T hat, ist das Bild von

T¢, abgeschlossen.

4.4 DerIndex von T¢

Der Index eines Fredholm-Operators ist definiert als Index(T¢, ) = dim(ker(T¢, )) —
dim(Koker(T¢, )) = 0 — m = —m. Die Windungszahl wind(f;,) von f;, ist die Anzahl
der Umldufe, die fi,(z) um den Ursprung macht, wenn z einmal den Einheitskreis T

durchlauft. Formal definiert ist sie durch

wind(f) = sz Lr fn(2) 4, (33)

Fiir f1,(z) = z™ erhalten wir

fra(z)  mz™ ' m (30
fm(z)  zm 2’ 34
also
wind (f )—1J de_mJ' 1dz—m (35)
m_ZTCiTZ _27'[1 T Z a ) 35
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Der Wegintegral [ % dz tiber den Einheitskreis ergibt 27i. Es gilt der Zusammenhang
ind(Ts,,) = —wind(fm).

Literatur

[1] Nora Doll, Hermann Schulz-Baldes, and Nils Waterstraat. Spectral Flow: A Functional
Analytic and Index-Theoretic Approach. De Gruyter, Berlin, 2023.

[2] Peter D. Lax. Functional Analysis. Wiley-Interscience, New York, 1st edition, 2002.

[3] Gandalf Lechner. Vorlesungsskript zur Funktionalanalysis I. Friedrich-Alexander Uni-
versitdt, Erlangen, 2024.

[4] Michael Reed and Barry Simon. Methods of Modern Mathematical Physics I-IV: Functio-
nal Analysis; Fourier Analysis, Self-Adjointness; Scattering Theory; Analysis of Operators.
Academic Press, New York, 1980.

[5] Walter Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, Inc., New York, 1991.

[6] Dirk Werner. Funktionalanalysis. Springer Spektrum, Berlin, Heidelberg, 2018.

16



	1 Fredholmoperatoren und Fredholmindex
	2 Spektraltheorie kompakter Operatoren
	3 Eigenschaften beschränkter Fremdholmoperatoren
	4 Beispiel eines Toeplitzoperators
	4.1 Kern von  Tfm 
	4.2 Kokern von  Tfm 
	4.3 Abgeschlossenheit des Bildes
	4.4 Der Index von  Tfm 


